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1. Αν z ∈ C µε |z| = 1 και z 6= i, να ϐρείτε το µέτρο του µιγαδικού αριθµού

w =
z2(z− i)

1 + zi
.

2. ΄Εστω z και w µιγαδικοί αριθµοί. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) |z + w|2 = |z|2 + |w|2 + 2Re (zw) (ϐʹ) |z− w|2 = |z|2 + |w|2 − 2Re (zw).

3. Αν z ∈ C∗ µε z2013 =
(

z +
1

z

)2013

να αποδείξετε ότι Re(z2) = −1

2
.

4. ΄Εστω ο µιγαδικός αριθµός z 6= 0 για τον οποίο ισχύει : |z| = −z2.
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) |z| = 1 (ϐʹ) z = i ή z = −i.

5. ΄Εστω z ∈ C, α ∈ R∗, z 6= αi και w =
z + αi

iz + α
.

Να αποδείξετε ότι : |w| = 1⇔ z ∈ R.

6. Αν z1, z2 ∈ C µε |z1| = 1 και |z2| = 2, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) z̄1 =
1

z1
και z̄2 =

4

z2
,

(ϐʹ) ο w =
2z1
z2
− z2

2z1
είναι ϕανταστικός,

(γʹ)
(
z1 + z2

)( 1

z1
+

4

z2

)
≤ 9

(δʹ) |z1 + z2| =
1

2
|4z1 + z2|.

7. Αν z ∈ C και |z− 3 + 4i| = 1, τότε να αποδείξετε ότι :

(αʹ) 4 ≤ |z| ≤ 6, (ϐʹ) 9 ≤ |z− 9− 4i| ≤ 11.

8. ΄Εστω z ∈ C µε |z| = 1 και w = 2z− 4.

(αʹ) Να δείξετε ότι οι εικόνες του w στο µιγαδικό επίπεδο ανήκουν σε κύκλο του
οποίου να ϐρεθεί η εξίσωση.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή του µέτρου |z− w|.
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9. ΄Εστω z,w ∈ C µε

|z + 4i| = 2 |z + i| και w = z21
(

1

2

)20

.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) |z| = 2, (ϐʹ)
z2 + 4

z
= 2Re (z), (γʹ) 4Re

(
1

w

)
= Re (w).

10. Αν για τους µιγαδικούς z και w ισχύουν οι σχέσεις

(3− 4i)z + (3 + 4i)z− 20 = 0 και ww = 1, να ϐρείτε :

(αʹ) τους γεωµετρικούς τόπους των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z και w στο
µιγαδικό επίπεδο,

(ϐʹ) την ελάχιστη τιµή του |z|,
(γʹ) την ελάχιστη τιµή της παράστασης |z− w|.

11. ΄Εστω ότι οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2 είναι οι ϱίζες εξίσωσης δευτέρου ϐαθµού µε
πραγµατικούς συντελεστές για τις οποίες ισχύουν

z1 + z2 = −2 και z1 · z2 = 5.

(αʹ) Να ϐρείτε τους µιγαδικούς αριθµούς z1, z2.
(ϐʹ) Αν για τους µιγαδικούς αριθµούς w ισχύει η σχέση

|w − z1|2 + |w − z2|2 = |z1 − z2|2,

να αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των w στο µιγαδικό επίπεδο
είναι ο κύκλος µε εξίσωση

C : (x + 1)2 + y2 = 4.

(γʹ) Από τους µιγαδικούς αριθµούς w του ερωτήµατος (ϐ) να ϐρείτε εκείνους για
τους οποίους ισχύει

2Re(w) + Im(w) = 0.

(δʹ) Αν w1,w2 είναι δύο από τους µιγαδικούς w του ερωτήµατος (ϐ) µε την ιδιότητα
|w1 − w2| = 4, να αποδείξετε ότι |w1 + w2| = 2.

(Επαναληπτικές Εξετάσεις 2010 Ενιαίου Λυκείου)

12. ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z και w µε z 6= 3i, οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις

|z− 3i|+ |z + 3i| = 2 και w = z− 3i+
1

z− 3i
.

(αʹ) Να ϐρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι z + 3i =
1

z− 3i
.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι ο w είναι πραγµατικός αριθµός και ότι −2 ≤ w ≤ 2.
(δʹ) Να αποδείξετε ότι |z− w| = |z|.

(Εξετάσεις 2011 Ενιαίου Λυκείου)
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