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Συνέπειες των κριτηρίων ισότητας τριγώνων

. Οι προσκείµενες στη ϐάση γωνίες ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες.

. Οι γωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες.

. Η διχοτόµος που αντιστοιχεί στη ϐάση ισοσκελούς τριγώνου είναι ύψος και διάµεσος.

. Η διάµεσος που αντιστοιχεί στη ϐάση ισοσκελούς τριγώνου είναι ύψος και διχοτόµος.

. Το ύψος που αντιστοιχεί στη ϐάση ισοσκελούς τριγώνου είναι διάµεσος και διχο-
τόµος.

. Η κάθετος από το κέντρο ενός κύκλου προς µια χορδή του διέρχεται από το µέσο
της χορδής και από το µέσο του αντίστοιχου τόξου της.

. Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ευθύγραµµου τµήµατος ισαπέχει από τα άκρα του
τµήµατος και αντίστροφα:
κάθε σηµείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθύγραµµου τµήµατος ανήκει στη
µεσοκάθετό του.

. Κάθε σηµείο της διχοτόµου µια γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της και αντίστροφα:
κάθε σηµείο στο εσωτερικό µιας γωνίας που ισαπέχει από τις πλευρές της ανήκει
στη διχοτόµο της γωνίας.

. Σε ένα κύκλο (ή σε ίσους κύκλους) ισχύει :

. ∆ύο χορδές είναι ίσες αν και µόνο αν τα αντίστοιχα τόξα (µικρότερα του ηµικυ-
κλίου) είναι ίσα.

. ∆ύο χορδές είναι ίσες αν και µόνο αν τα αποστήµατα τους είναι ίσα.

(Επίσης, είναι γνωστό ότι :
∆ύο τόξα είναι ίσα, αν και µόνο αν οι αντίστοιχες επίκεντρες γωνίες που ϐαίνουν
σε αυτά είναι ίσες)
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Ασκήσεις

1. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ και έστω M το µέσο της AΓ.
Στην προέκταση της BM, παίρνουµε σηµείο Z τέτοιο, ώστε ZM = MB.
Να αποδείξετε οτι AZ = BΓ.
(Σηµείωση: Γενικά, όταν ϑα λέµε ότι προεκτείνουµε το τµήµα AB, ϑα εννοούµε προς το
µέρος του B, ενώ το BA προς το µέρος του A).

2. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ τέτοιο, ώστε AΓ = 2AB.
Αν A∆ είναι διχοτόµος της γωνίας Â και E µέσο της AΓ, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) AB = AE,
(ϐʹ) ∆B = ∆E,

(γʹ) το A∆ είναι κάθετο στο BE.

3. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ µε AB < AΓ. Προεκτείνουµε τις πλευρές BA και ΓA κατά
τµήµατα A∆ = AΓ και AE = AB αντίστοιχα. Η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία
∆ και E τέµνει την προέκταση της ΓB στο σηµείο M. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) Â∆E = ÂΓB

(ϐʹ) το τρίγωνο MBE είναι ισοσκελές.

4. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ABΓ (AB = AΓ) και A∆ το ύψος που αντιστοιχεί στην
πλευρά BΓ.
Προεκτείνουµε τις πλευρές AB και AΓ κατά ίσα τµήµατα BZ και ΓE, αντίστοιχα.
Να αποδείξετε ότι ∆Z = ∆E.

5. Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε να αποδείξετε ότι :

(αʹ) οι διάµεσοι που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές είναι ίσες,

(ϐʹ) οι διχοτόµοι των ίσων γωνιών είναι ίσες,

(γʹ) τα ύψη που αντιστοιχούν στις ίσες πλευρές είναι ίσα.

6. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ABΓ (AB = AΓ) και M το µέσο της πλευράς BΓ.
Στις προεκτάσεις των πλευρών BA και ΓA παίρνουµε σηµεία ∆ και E αντίστοιχα,
τέτοια, ώστε A∆ = AE. Αν Z είναι τυχαίο σηµείο της AM, να αποδείξετε ότι η AZ

διχοτοµεί τη γωνία ÊZ∆.

7. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ και A∆ η διχοτόµος της γωνίας Â. Από την κορυφή B ϕέρ-
νουµε BZ κάθετη προς την A∆ που τέµνει την AΓ στο E.
Να αποδείξετε ότι η A∆ διχοτοµεί τη γωνία B̂∆E.

8. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ
(

Â = 90o
)

και M το µέσο της BΓ.
Προεκτείνουµε την AM κατά M∆ έτσι, ώστε M∆ = AM.
Να αποδείξετε οτι :

(αʹ) τα τρίγωνα MB∆ και AMΓ είναι ίσα,

(ϐʹ) τα τρίγωνα M∆Γ και ABM είναι ίσα,

(γʹ) τα ευθύγραµµα τµήµατα B∆ και ∆Γ είναι κάθετα.
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9. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ. Στην προέκταση της ΓB παίρνουµε σηµείο ∆ τέτοιο, ώστε
B∆ = AB και στην πρέκταση της BΓ σηµείο E τέτοιο, ώστε ΓE = AΓ. Αν οι
διχοτόµοι των γωνιών ÂB∆ και ÂΓE τέµνουν τις A∆ και AE στα σηµεία Z και Θ
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) οι ευθείες που ορίζουν τα B,Z και τα
Γ,Θ είναι µεσοκάθετες των A∆ και
AE αντίστοιχα,

(ϐʹ) αν I είναι το σηµείο τοµής των διχο-

τόµων των γωνιών ÂB∆ και ÂΓE,

i. το τρίγωνο A∆I είναι ισοσκελές,
ii. το τρίγωνο ∆IE είναι ισοσκελές,

iii. το IA διχοτοµεί τη γωνία B̂AΓ.

10. Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο (K) και Σ ε-
ξωτερικό σηµείο του κύκλου. Αν ΣAB
και ΣΓ∆ τέµνουσες ώστε ΣB = Σ∆, τότε
να αποδείξετε ότι

(αʹ) η ΣK είναι διχοτόµος της ∆̂ΣB,
(ϐʹ) AB = Γ∆,
(γʹ) ΣA = ΣΓ.

11. Θεωρούµε κύκλο (O, ρ) και ίσες µη παράλληλες χορδές AB και Γ∆, των οποίων οι
προεκτάσεις τέµνονται στο M. Αν OK και OΛ τα αποστήµατα των χορδών AB και
Γ∆ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) AK = ΓΛ,

(ϐʹ) MA = MΓ και MB = M∆,

(γʹ) η MO είναι διχοτόµος της γωνίας

ÂMΓ,

(δʹ) η ευθεία που διέρχεται από τα M
και O είναι µεσοκάθετος του ευ-
ϑύγραµµου τµήµατος KΛ.

12. ΄Εστω κύκλος κέντρου O και AB, Γ∆ δύο ίσες και µη τεµνόµενες χορδές. ΄Εστω
M και N σηµεία στις χορδές AB και Γ∆ αντίστοιχα, τέτοια, ώστε AM = ΓN. Να
αποδείξετε ότι OM = ON.

13. Αν στο διπλανό σχήµα είναι AB = ∆Γ
και A∆ = BΓ, να αποδείξετε ότι τα
τρίγωνα AO∆ και BOΓ είναι ίσα.

14. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ABΓ µε AB = AΓ. ΄Ενας κύκλος µε κέντρο το A και
ακτίνα ρ > AB, τέµνει την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία B και Γ στα σηµεία
∆ και E, όπου B∆ < BE. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) B∆ = ΓE,

(ϐʹ) τα τρίγωνα BA∆ και ΓAE είναι ίσα,

(γʹ) τα σηµεία B και Γ ισαπέχουν από τις A∆ και AE αντίστοιχα.

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

3


