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1. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει ότι :

|f(x)| ≤ |x|, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει ότι :

f(x + y) = f(x) + f(y) + 2xy, για κάθε x, y ∈ R.

Αν η f είναι συνεχής στο x0 = 0, τότε :

(αʹ) να ϐρείτε την τιµή f(0),

(ϐʹ) να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R.

3. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ (0, 1). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχι-
στον x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε :

f2(x0) = f(x0)− x0.

4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε :

ex0 + ln(x0 + 1) = 2.

5. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : [0, 4]→ R µε f(0) = f(4) και η συνάρτηση
h(x) = f(x)− f(x + 2).

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης h.

(ϐʹ) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ [0, 2] τέτοιο, ώστε

f(ξ) = f(ξ + 2).

6. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R, η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο R και η
γραφική της παράσταση τέµνει τον άξονα x′x στο σηµείο A(1, 0).
Αν α < 1 < β, να αποδείξετε ότι η εξίσωση

f(α)

x− α
+

f(β)

β − x
= 0,

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο (α, β).
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7. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R µε f(2) = 5 και

f (f(x)) + f(x) = 20, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(5) = 15 (ϐʹ) f(10) = 10.

8. ΄Εστω f, g συνεχείς συναρτήσεις στο [α, β] και g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [α, β].
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

f(x)

g(x)
=

1

x− α
+

1

x− β

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο (α, β).

9. ΄Εστω f µια συνεχής συνάρτηση στο R για την οποία ισχύει :

f2(x) = 2xf(x) + 1, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R.

(ϐʹ) Αν f(0) = 1, να προσδιορίσετε τον τύπο της f.

10. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : [α, β]→ R µε 0 < α < β. Αν m η ελάχιστη και M η
µέγιστη τιµή της f, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) m ≤ αf(α) + βf(β)

α + β
≤ M,

(ϐʹ) υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ [α, β] τέτοιο ώστε

f(x0) =
αf(α) + βf(β)

α + β
.

11. ∆ίνεται η συνάρτηση:
f(x) = 1− x− ln x, x > 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (0,+∞).

(ϐʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 2012 έχει µοναδική ϑετική ϱίζα.

12. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
xex − 1

ex
.

(αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία στο πεδίο ορισµού της.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (x− 2014)ex = 1, έχει µοναδική λύση στο R.
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