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1. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : R→ R, ώστε η σύνθεση fog να είναι 1-1.
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η g είναι 1-1,

(ϐʹ) η εξίσωση
g
(
f(x) + x3 − x

)
= g (f(x) + 2x− 1)

έχει ακριβώς 2 ϑετικές και µία αρνητική ϱίζα.

2. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση fR→ R για την οποία ισχύει

xf(x) + 3ηµx = x2, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τον τύπο της f.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι lim
x→∞

f(x) = +∞.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = e−x έχει τουλάχιστον µια ϑετική ϱίζα.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) = 2− ln

(√
x− 2 + 1

)
.

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο πεδίο ορισµού
της.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ϐρείτε την f−1.

(δʹ) Να λύσετε την εξίσωση f−1(x) = 2.

(εʹ) Να ϐρείτε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε την
ευθεία y = x.

4. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
x2 − 8x + 16, 0 < x < 5
(α2 + β2) ln (x− 5 + e) + 2 (α + 1) e5−x, x ≥ 5

(αʹ) Να ϐρείτε τα όρια lim
x→5−

f(x) και lim
x→5+

f(x).
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(ϐʹ) Να ϐρείτε τα α, β ∈ R ώστε η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο x0 = 5.

(γʹ) Για τις τιµές των α και β του ερωτήµατος (ϐ), να ϐρείτε το lim
x→+∞

f(x).

5. Η συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [0, 1].
Αν f(0) = 2 και f(1) = 4, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η ευθεία y = 3 τέµνει τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f σε ένα ακριβώς
σηµείο µε τετµηµένη x0 ∈ (0, 1),

(ϐʹ) υπάρχει ένα τουλάχιστον x1 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε

f(x1) =

f

(
1

5

)
+ f

(
2

5

)
+ f

(
3

5

)
+ f

(
4

5

)
4

.

6. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) = 3 ln 2x + e3x + 4x− 2, x > 0.

(αʹ) Να εξετάσετε ως προς την µονοτονία τη συνάρτηση f.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε τα όρια lim
x→0+

f(x) και lim
x→+∞

f(x).

(γʹ) Να λυθεί η εξίσωση f(x) = e
3
2 .

(δʹ) Να ϐρείτε τον πραγµατικό ϑετικό αριθµό µ για τον οποίο ισχύει

3 ln 4µ− 3 ln
(
2µ2 + 2

)
− 4

(
µ2 + 1

)
= e3(µ

2+1) − e6µ − 8µ.

7. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) = x + ex + 1, x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

(ϐʹ) Να λύσετε την εξίσωση ex = 1− x.

(γʹ) Να λύσετε την ανίσωση f−1
(
f(x)− x + 1) > 1.

(δʹ) Θεωρούµε τη συνεχή και γνησίως µονότονη συνάρτηση g : R→ R η οποία για
κάθε x ∈ R ικανοποιεί τη σχέση

eg(x) + g(x) = 2x + 1.

Να αποδείξετε ότι :

i. η g είναι γνησίως αύξουσα,
ii. η Cg διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

(εʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση g ◦ g(x) − g(1 − x2012) = 0 έχει µία τουλάχιστον
λύση στο διάστηµα (0,1).
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