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1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = xσυνx.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος του

Rolle στο διάστηµα
[
−π
2
,
π

2

]
.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση xεφx = 1 έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα(
−π
2
,
π

2

)
.

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

8αx3 + 9x2 − 6x = 2α,

έχει µια τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα στο διάστηµα (0, 1) για κάθε α ∈ R.

3. (αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x4 + 2x3 + 3x2 − λx + κ = 0, έχει το πολύ δύο
πραγµατικές ϱίζες για κάθε κ, λ ∈ R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3x5 + 15x − 8 = 0, έχει ακριβώς µια πραγµατική
ϱίζα.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x4 − 4x − 1 = 0, έχει ακριβώς δύο πραγµατικές
ϱίζες.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R συνεχής και δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R. Αν η
ευθεία µε εξίσωση y = c έχει τρία κοινά σηµεία µε την γραφική της συνάρτησης f,
να αποδείξετε ότι η εξίσωση f ′′(x) = 0 έχει µια τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R και f(3)− f(2) = 5.
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 3) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = 2ξ.

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R και f(1) = 0.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = − f(ξ)

ξ
.

7. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R και f(0) = f(1) = 0.
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′(ξ)+2014f(ξ) = 0.
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8. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και f(α) = β και f(β) = α, µε α < β,
να αποδείξετε ότι :

(αʹ) υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f(x0) = x0,

(ϐʹ) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β), ξ1 6= ξ2, τέτοια ώστε f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = 1.

9. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g παραγωγίσιµες στο R µε xf(x) = g(x) για κάθε x ∈ R,

g

(
1

2

)
=

1

2
και g(1) = 1.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈
(
1

2
, 1

)
έτσι ώστε η εφαπτοµένη της

Cf στο σηµείο M(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη στον άξονα x′x και η εφαπτοµένη της
Cg στο σηµείο N(ξ, g(ξ)) να διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

10. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = ln x, x > 0. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (0,+∞),

(ϐʹ)
1

x + 1
< ln

(
1 +

1

x

)
<

1

x
, για κάθε x > 0.

11. ΄Εστω f παραγωγίσιµη στο R και f ′ γνησίως αύξουσα στο R. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) 2f(x + 1) < f(x) + f(x + 2), για κάθε x ∈ R,

(ϐʹ) f(x) + f(3x) > 2f(2x), για κάθε x > 0.

12. ΄Εστω µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R. Αν η f ′ είναι 1− 1, να αποδείξετε ότι
η εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της γραφικής παράστασης της f δεν έχει άλλο κοινό
σηµείο µε αυτήν.
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