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1. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → (0,+∞) για την οποία ισχύει ότι
f ′(x) = −2xf2(x), για κάθε x ∈ R και είναι f(0) = 1. ΄Εστω g η συνάρτηση που
ορίζεται από τον τύπο

g(x) =
1

f(x)
− x2, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η g είναι σταθερή, (ϐʹ) f(x) =
1

x2 + 1
, x ∈ R.

2. Η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και ισχύει f ′′(x) = 6x + 4, για
κάθε x ∈ R. Αν η Cf στο σηµείο της A(0, 3) έχει κλίση 2, να ϐρείτε τον τύπο της f.

3. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g δύο ϕορές παραγωγίσιµες στο R. Για τις συναρτήσεις
αυτές ισχύει ότι :

• f ′′(x) = g′′(x) + 2 για κάθε x ∈ R,

• οι γραφικές παραστάσεις Cf και Cg έχουν στο x0 = 1 παράλληλες εφαπτοµένες,

• f(2) = g(2)− 3.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(x)− g(x) = x2 − 2x− 3, για κάθε x ∈ R,

(ϐʹ) αν η εξίσωση g(x) = 0 έχει δύο ϱίζες ρ1, ρ2, τέτοιες ώστε −1 < ρ1 < 3 < ρ2, τότε
η εξίσωση f(x) = 0 έχει µαι τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα (ρ1, ρ2).

4. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την οποία ισχύει η σχέση

f ′(x) = 1 +
f(x)

x
, για κάθε x > 0. Αν f(1) = 0, να ϐρείτε τον τύπο της f.

5. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞)→ R για την οποία ισχύει η σχέση

x2f ′(x) + 2xf(x) = x2f(x), για κάθε x ∈ (0,+∞) .

Αν f(1) = e, να ϐρείτε τον τύπο της f.
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6. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R δύο ϕορές παραγωγίσιµη µε f(0) = 2f ′(0) = 1 και

f ′′(x)f(x) + (f ′(x))
2
= f(x)f ′(x), για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(x)f ′(x) =
1

2
ex, για κάθε x ∈ R

(ϐʹ) f2(x) = ex, x ∈ R

(γʹ) f(x) = e

x

2 , x ∈ R.

7. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει η σχέση

(x− 2)f ′(x) = x2 − 5x + 6, για κάθε x ∈ R.

Αν f(0) = 3, να ϐρείτε τον τύπο της f.

8. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln (ex − e).

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f.
(ϐʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την µονοτονία.
(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.
(δʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ϐρείτε την αντίστροφη

της.

9. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει ότι

f3(x) + 3f(x) = 3ex + 1, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f ′(x) (f2(x) + 1) = ex, για κάθε x ∈ R
(ϐʹ) η f είναι γνησίως αύξουσα στο R.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
ln x

x
, x > 0.

(αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία.
(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι : eπ > πe.

11. Να λύσετε την εξίσωση ex = 1 + ln(x + 1).

12. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex − x + 1

x− 1
.

(αʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία.
(ϐʹ) Να ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 0.
(γʹ) Αν η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g(x) = ex στο

σηµείο A(α, g(α)) εφάπτεται και στη γραφική παράσταση της συνάρτησης
h(x) = ln x, να αποδείξετε ότι το α είναι ϱίζα της f(x) = 0.

(δʹ) Πόσες κοινές εφαπτοµένες έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g
και h;
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