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1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 ln x, x > 0.

(αʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.
(ϐʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να ϐρείτε τα σηµεία καµπής.
(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.

(Εξετάσεις 2004 Ενιαίου Λυκείου)

2. ∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R. Αν η f είναι κυρτή στο R και παρου-
σιάζει ακρότατο σε κάποιο x0 ∈ R, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) το x0 είναι µοναδικό
(ϐʹ) το f(x0) είναι ολικό ελάχιστο της f.

3. Αν η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (α, β) τότε να αποδείξετε ότι
δεν µπορεί να παρουσιάζει σηµείο καµπής και τοπικό ακρότατο στο ίδιο x0 ∈ (α, β).

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x ln x, x > 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο (0,+∞).

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο A (1, f(1)).

(γʹ) Να αποδείξετε ότι : ln x ≥ 1− 1

x
, για κάθε x > 0.

(δʹ) Αν για τους ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς α, β, γ ισχύει η σχέση αβγ = 1,

να αποδείξετε ότι
1

α
+

1

β
+

1

γ
≥ 3.

5. (αʹ) ∆ίνεται µια κυρτή και δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f σ΄ ένα διάστηµα
∆. Για κάθε α, β ∈ ∆ να αποδείξετε ότι :

f

(
α + β

2

)
≤ f(α) + f(β)

2
.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι :
i. η συνάρτηση g(x) = x ln x είναι κυρτή στο (0,+∞)

ii. ααββ ≥
(
α + β

2

)α+β

, για κάθε α, β ∈ (0,+∞).
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6. Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια.

(αʹ) lim
x→0

συν(2x)− συνx

x2

(ϐʹ) lim
x→+∞

ln (ex + e−x)

x

(γʹ) lim
x→0+

xe
1
x

(δʹ) lim
x→0+

x3 ln x

(εʹ) lim
x→+∞

(ex − x)

(ϛʹ) lim
x→1+

(
1

ln x
− 1

x− 1

)
(Ϲʹ) lim

x→−∞
ex

(
2− x2

)
(ηʹ) lim

x→+∞
x

1
x .

7. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) =
ex + 1

ex − 1
.

8. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
αx2 + βx + 2

x− 1
, x ∈ R − {1} και α, β ∈ R. Αν η ευθεία

y = x − 3 είναι πλάγια ασύµπτωτη της Cf στο +∞, να ϐρεθούν οι πραγµατικοί
αριθµοί α, β.

9. ΄Εστω συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R. Να αποδείξετε
ότι :

(αʹ) lim
h→0

f ′(x + 2h)− f ′(x + h)

h
= f ′′(x)

(ϐʹ) lim
h→0

f(x + 2h)− 2f(x + h) + f(x)

h2
= f ′′(x).

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

2


