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Η Συνάρτηση F(x) =

∫ x

α

f(t)dt
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1. Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων:

(αʹ) F1(x) =

∫ x

2

√
t2 − 1dt (ϐʹ) F2(x) =

∫ x

e

t + 1

t− 1
dt (γʹ) F3(x) =

∫ x

1
2

t

ln t
dt

2. Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων:

(αʹ) G1(x) =

∫ ln x

2

√
tdt (ϐʹ) G2(x) =

∫ ex

2

5

t− 1
dt (γʹ) G3(x) =

∫ x2

1

√
9− t2dt

3. Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και την παράγωγο των παρακάτω συναρτήσεων:

(αʹ) H1(x) =

∫ x2

x−2

√
t− 1dt

(ϐʹ) H3(x) =

∫ ln x

5−x

√
t− 1dt

(γʹ) H2(x) =

∫ x+1

x

ln tdt

(δʹ) H4(x) =

∫ 2x−3

x2−1

√
t2 − 4dt

4. ΄Εστω η συνάρτηση f συνεχής στο R για την οποία ισχύει

2f(2x)− f(x + 1) = 6x + 2, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η συνάρτηση F(x) =

∫ 2x

x+1

f(t)dt− 3x2 − 2x είναι σταθερή και να ϐρείτε τον

τύπο της,

(ϐʹ)
∫ 1

−2
f(t)dt = 9.

5. ∆ίνεται η συνάρτηση F(x) =

∫ x

x−1
ln tdt.

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης F.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση F ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.
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6. Να ϐρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης f σε κάθεµια από τις παρακάτω περι-
πτώσεις :

(αʹ) f(x) = 1−
∫ x

1

f(t)dt, x ∈ R,

(ϐʹ) f(x) = x2+

∫ x

0

e−tf(x− t)dt, x ∈ R,

(γʹ) xf(x) = 2−
∫ x

1

tf(t)

x
dt, x > 0,

(δʹ) f(x) = ex +

∫ 1

0

xf(xt)dt, x > 0.

7. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2, 3] και f(x) > 7 για κάθε x ∈ [2, 3], να

αποδείξετε ότι η εξίσωση
∫ x

2

f(t)dt = 4x− 5 έχει µοναδική ϱίζα στο διάστηµα (2, 3).

8. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και
∫ β

α

f(x)dx = 0.

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f(ξ) =
∫ ξ

α

f(x)dx.

9. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο (0,+∞) και ισχύει ότι∫ x

1

f(t)dt ≥ ex
2

ln x, για κάθε x > 0,

να αποδείξετε ότι f(1) = e.

10. Να υπολογίσετε τα όρια :

(αʹ) lim
x→0

∫ x

0
tηµtdt
x2ηµx (ϐʹ) lim

x→1

∫ x

1
xet

2
dt

x2 − x

11. ΄Εστω η συνάρτηση f συνεχής στο R για την οποία ισχύει ότι

f(x) =
(
x2 + 1

)(
1 +

∫ x

0

f(t)

t2 + 1
dt

)
, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία.

12. ∆ίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει ότι :

f(x) 6= 0 και f(x) = 1− 2x2
∫ 1

0

tf2(tx)dt.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι f ′(x) = −2xf2(x).

(ϐʹ) Αν g(x) =
1

f(x)
− x2, x ∈ R, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι f(x) =
1

1 + x2
.

(δʹ) Να ϐρείτε το όριο lim
x→+∞

(x · f(x) · ηµ2x).

(Εξετάσεις 2001 Ενιαίου Λυκείου)
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