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Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

1. Στο παραλληλόγραµµο ABΓ∆ είναι :−→
BA = −→α ,

−→
A∆ =

−→
β και το σηµείο M

είναι το µέσο της πλευράς Γ∆.
Να αντιστοιχίσετε κάθε διάνυσµα της
στήλης Α του διπλανού πίνακα µε το
ίσο του της στήλης Β.

1 2 3 4 5

Στήλη Α Στήλη Β

1.
−→
AΓ Α.

−→
β −−→α

2.
−→
B∆ Β.

−→
β +−→α

3.
−→
ΓM Γ. −→α −

−→
β

4.
−−→
∆M ∆.

−→
β − 1

2
−→α

5.
−−→
AM Ε.

1

2
−→α −

−→
β

Ζ. −1

2
−→α

Η.
1

2
−→α

2. Αν για τα διανύσµατα −→α και
−→
β ισχυεί ότι :

−→α = |−→α | ·
−→
β και

−→
β =

∣∣∣−→β ∣∣∣ · −→α ,
να αποδείξετε ότι :

(αʹ) |−→α | = |
−→
β |, (ϐʹ) −→α =

−→
β .

3. Αν ισχύει ότι :Τα σηµεία A και

B ταυτίζονται⇔
−→
AB =

−→
0 .

3
−→
ΛK + 7

−→
KA = 4

−→
KB + 3

−→
ΛB,

να αποδείξετε ότι τα σηµεία A και B ταυτίζονται.

4. Αν ισχύει ότι : Συνθήκη

παραλληλίας

διανυσµάτων:

Αν
−→
β 6= −→0 ,

τότε :

−→α ‖
−→
β ⇔

−→α = λ
−→
β ,

λ ∈ R

2
−→
AB− 5

−→
ΓB =

−→
∆B + 3

−→
∆Γ,

να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα
−→
B∆ και

−→
AΓ είναι αντίρροπα.

5. Αν για τα µη συγγραµµικά διανύσµατα −→α και
−→
β ισχύει ότι κ−→α + λ

−→
β =

−→
0 ,

κ, λ ∈ R, να αποδείξετε ότι κ = λ = 0.
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6. Θεωρούµε τρίγωνο ABΓ και έστω M και N τα µέσα των πλευρών AB και AΓ

αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι
−−→
MN =

1

2

−→
BΓ.

7. Αν ισχύει ότι : Για να

αποδείξουµε ότι

τρία σηµεία είναι

συνευθειακά

αρκεί να

αποδείξουµε ότι

δύο από τα

διανύσµατα που

έχουν άκρα αυτά

τα σηµεία είναι

µεταξύ τους

παράλληλα.

2
−→
PA + 3

−→
PB− 5

−→
PΓ =

−→
0 ,

να αποδείξετε ότι τα σηµεία A, B και Γ είναι συνευθειακά.

8. Θεωρούµε τα διανύσµατα −→α ,
−→
β ,−→γ και τυχαίο σηµείο O. Αν ισχύει ότι :

−→
OA = −→α + 2

−→
β + 5−→γ ,

−→
OB = −−→α + 3

−→
β + 4−→γ και

−→
OΓ = 3−→α +

−→
β + 6−→γ ,

τότε :

(αʹ) να εκφράσετε τα διανύσµατα
−→
AB και

−→
AΓ συναρτήσει των διανυσµάτων

−→α ,
−→
β και −→γ ,

(ϐʹ) να αποδείξετε ότι τα σηµεία A,B και Γ είναι συνευθειακά.

9. ∆ίνεται τρίγωνο ABΓ και τα σηµεία ∆, E, Z τέτοια ώστε :

−→
A∆ =

1

3

−→
AB,

−→
ΓE =

1

3

−→
BΓ και

−→
AZ =

2

3

−→
AΓ.

(αʹ) Να εκφράσετε τα διανύσµατα
−→
∆E και

−→
∆Z συναρτήσει των διανυσµάτων−→

AB και
−→
AΓ.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆, E και Z είναι συνευθειακά.

10. Στο διπλανό σχήµα είναι MB = 3MΓ.
Να αποδείξετε ότι :

−→x =
1

4

(−→
β + 3−→γ

)
.

11. ∆ίνεται τυχαίο τετράπλευρο ABΓ∆ και M, N τα µέσα των AB και Γ∆ αντίστοι-
χα. Να αποδείξετε ότι : ∆ιανυσµατική

ακτίνα µέσου

τµήµατος :

Αν M µέσο του

AB, τότε :

−−→
OM =
1

2

(−→
OA+

−→
OB

)

(αʹ)
−→
A∆ +

−→
BΓ = 2

−−→
MN,

(ϐʹ)
−→
AΓ +

−→
B∆ = 2

−−→
MN,

(γʹ)
−→
NA +

−→
NB +

−→
MΓ +

−−→
M∆ =

−→
0 .

12. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ABΓ∆ και O το κέντρο του.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι :
−→
OA +

−→
OB +

−→
OΓ +

−−→
O∆ =

−→
0 .

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι για οποιοδήποτε σηµείο M του επιπέδου ισχύει :−−→
MA +

−−→
MB +

−→
MΓ +

−−→
M∆ = 4

−−→
MO.

¨Ο καλύτερος τρόπος για να εκτιµήσει κανείς την αξία των µαθηµατικών είναι να

µελετήσει την ιστορία τους¨

Carl B. Boyer, 1906-1976, Αµερικανός µαθηµατικός.
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