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Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Να χαρακτηρίσετε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή
Λάθος (Λ).

(αʹ) Κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει το πολύ ένα κοινό σηµείο µε τη γραφική
παράσταση µιας συνάρτησης f.

(ϐʹ) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και −f είναι συµµετρικές
ως προς τον άξονα x′x.

(γʹ) Η γραφική παράσταση της |f| αποτελείται από τα τµήµατα της γραφι-
κής παράστασης της f που ϐρίσκονται πάνω από τον άξονα x′x και από
τα συµµετρικά, ως προς τον άξονα x′x, των τµηµάτων της γραφικής πα-
ϱάστασης της f που ϐρίσκονται κάτω από αυτόν τον άξονα.

(δʹ) Αν για δύο συναρτήσεις f και g ορίζονται οι fog και gof, τότε είναι υπο-
χρεωτικά fog 6= gof.

(εʹ) Αν µια συνάρτηση f είναι 1 − 1 στο πεδίο ορισµού της, τότε υπάρχουν
σηµεία της γραφικής παράστασης της f µε την ίδια τεταγµένη.

(ϛʹ) Κάθε συνάρτηση που είναι 1 − 1 στο πεδίο ορισµού της, είναι γνησίως
µονότονη.

(Ϲʹ) Μια συνάρτηση f είναι 1 − 1, αν και µόνο αν για κάθε στοιχείο y του
συνόλου τιµών της η εξίσωση f(x) = y έχει ακριβώς µια λύση ως προς x.

(ηʹ) Μία συνάρτηση f : A → R είναι συνάρτηση 1 − 1, αν και µόνο αν
για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ A ισχύει η συνεπαγωγή: αν x1 = x2, τότε
f(x1) = f(x2).

(ϑʹ) Οι γραφικές παραστάσεις των f και f−1 είναι συµµετρικές ως προς την
ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες xÔy και x′Ôy′.

(ιʹ) Αν η f έχει αντίστροφη συνάρτηση f−1 και η γραφική παράσταση της f
έχει κοινό σηµείο A µε την ευθεία y = x, τότε το σηµείο A ανήκει και
στη γραφική παράσταση της f−1.

(ιαʹ) Αν υπάρχει το όριο της f στο x0 και είναι lim
x→x0

f(x) < 0, τότε f(x) < 0

κοντά στο x0.
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(ιϐʹ) Η συνάρτηση f(x) = ηµx µε x ∈ R έχει µία µόνο ϑέση ολικού µεγίστου.

(ιγʹ) Για την συνάρτηση f(x) =
x

|x|
ισχύει ότι lim

x→0
f(x) = 1.

(ιδʹ) Ισχύει ότι |ηµx| ≤ |x|, για κάθε x ∈ R.

(ιεʹ) Αν lim
x→1

f(x)

x− 1
= λ ∈ R, τότε lim

x→1
f(x) = 0.

(ιϛʹ) Ισχύει lim
x→0

1

xν
= +∞, για οποιοδήποτε ν ∈ N∗.

(ιϹʹ) Αν lim
x→x0

1

f(x)
= +∞ ή −∞, τότε lim

x→x0
f(x) = 0.

(ιηʹ) Αν lim
x→x0

f(x) = 0 και lim
x→x0

g(x) = +∞, τότε lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

(ιϑʹ) Αν lim
x→x0

f(x) = 0 και f(x) > 0 κοντά στο x0, τότε lim
x→x0

1

f(x)
= +∞.

(κʹ) Αν α > 1, τότε lim
x→−∞

αx = 0.

(καʹ) Ισχύει lim
x→+∞

ηµx

x
= 1.

(κϐʹ) Ισχύει lim
x→+∞

(
x ηµ

1

x

)
= 1.

(κγʹ) Αν για µια συνεχή συνάρτηση f στο R, ισχύει f(α) = 2 και f(β) = 3, τότε
υπάρχει x0 ∈ (α,β) τέτοιο ώστε f(x0) = e.

(κδʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και υπάρχει x0 ∈
(α, β) τέτοιο, ώστε f(x0) = 0, τότε κατ΄ ανάγκη ϑα ισχύει f(α) · f(β) < 0.

(κεʹ) Η εικόνα f (∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς συνάρτησης f
είναι πάντοτε διάστηµα.

(κϛʹ) Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο [α, β] µε f(α) 6= f(β), παίρνει µόνο τις
τιµές µεταξύ των f(α) και f(β).

(κϹʹ) Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµα-
τα στα οποία οι διαδοχικές ϱίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισµού της.

(κηʹ) Το σύνολο τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f µε πεδίο ορισµού το δι-
άστηµα [α, β] είναι το κλειστό διάστηµα [m,M], όπου m η ελάχιστη και
M η µέγιστη τιµή της.

2. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Κάθε συνάρτηση f η οποία έχει ολικό µέγιστο, το παρουσιάζει σε µια µόνο ϑέση

x0.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

3. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Για κάθε Ϲεύγος συναρτήσεων f, g : (0,+∞) → R, αν ισχύει lim

x→x0
f(x) = +∞

και lim
x→x0

g(x) = −∞, τότε lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = 0.
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(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

4. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Κάθε συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ παίρνει στο ∆ µία

µέγιστη τιµή M και µια ελάχιστη τιµή m.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

5. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Για κάθε συνάρτηση f : A → R, όταν υπάρχει το όριο της f καθώς το x τείνει

στο x0 ∈ A, τότε αυτό το όριο ισούται µε την τιµή της f στο x0.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

Θέµατα

1. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = e−x + λ, όπου λ ∈ R, για την
οποία ισχύει ότι lim

x→+∞
f(x) = 2.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι λ = 2.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) − x = 0 έχει µοναδική ϱίζα, η οποία
ϐρίσκεται στο διάστηµα (2, 3).

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι 1− 1 και στη συνέχεια να ϐρείτε
την αντίστροφη της.

(δʹ) Να σχεδιάσετε (πρόχειρα) τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f
και f−1 στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων.

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 + 2.
Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα όρια :

(αʹ) lim
x→1

f(x)− 3

x3 − 1

(ϐʹ) lim
x→1

f(x)

|x− 1|

(γʹ) lim
x→−1

f(x)

x + 1

(δʹ) lim
x→−∞

| − x2 + x| − f(x)

x3 + 2

(εʹ) lim
x→−∞

(√
f(x) + x

)
(ϛʹ) lim

x→+∞

ηµx

f(x)

(Ϲʹ) lim
x→−∞

x2 · ηµ
(

1

f(x)− 2

)
(ηʹ) lim

x→0

ln (f(x)− 2)

f(x)− 2

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
3x + 1

x− 3
, x ∈ R \ {3}.
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(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f είναι 1− 1 στο R \ {3}.
(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και f−1 είναι ίσες.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι (fof) (x) = x, για κάθε x ∈ R \ {3}.

(δʹ) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→− 1

3

(
f(x)ηµ

(
1

3x + 1

))
.

(Θέµα Β, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

4. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 + α και g(x) = x + β, όπου α, β ∈ R, για
τις οποίες ισχύει (fog) (x) = x2 − 2x, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = β = −1.

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f, g είναι 1−1 και να ϐρείτε την αντίστρο-
ϕη συνάρτηση τους, εφόσον αυτή υπάρχει.

(γʹ) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση g−1of και να παραστήσετε γραφικά τη
συνάρτηση φ(x) =

√
(g−1of)(x).

(δʹ) ΄Εστω η συνάρτηση h : [0, 1]→ R, για την οποία ισχύει

f(x) + 2 ≤ h(x) ≤ g(x) + 2, για κάθε x ∈ [0, 1].

i. Να αποδείξετε ότι lim
x→1

h(x) = 2.

ii. Να υπολογίσετε το όριο lim
x→1

√
h(x) + 7− 3

h2(x)− 4
.

(Θέµα Β, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

5. ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = ln(x + 1) και συνάρτηση g : R → R για την οποία

ισχύει : (g ◦ f)(x) =
2x + 2

x + 2
, x > −1.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η g(x) =
2ex

ex + 1
, x ∈ R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g αντιστρέφεται και στη συνέχεια να
ορίσετε την αντίστροφη συνάρτηση g−1.

(γʹ) Αν g−1(x) = ln(
x

2− x
), x ∈ (0, 2), να ϐρείτε την µονοτονία της g−1(x).

(δʹ) Να ϐρείτε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της g−1 µε την
ευθεία ε : y = −x + 1.

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex − e−x + x.

(αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία και να ϐρείτε το
σύνολο τιµών της.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το πρόσηµο της συνάρτησης f.

(γʹ) Να λύσετε την ανίσωση f (e2x + xex) <
e2 + e− 1

e
.

(δʹ) Να εξετάσετε αν υπάρχει x0 ∈ (−∞, 0), τέτοιο, ώστε f(x0) = ln(1− x0).
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7. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ln x και g(x) =
e

x
.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι οι Cf και Cg έχουν µοναδικό κοινό σηµείο, το οποίο
και να ϐρείτε.

(ϐʹ) Να λύσετε την εξίσωση: xx = ee, x > 0.

(γʹ) Να ϐρείτε τα όρια :

i. lim
x→0+

(g(x)f(x)) ii. lim
x→+∞

(f(2x + 3x)− x)

8. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R → R η οποία είναι γνησίως αύξουσα και
ισχύει

lim
x→0

f(x)− x√
x + 1− 1

= 8.

(αʹ) Να ϐρείτε το f(0).
(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε

f(x0) + x3
0 = 2e−x0 .

(γʹ) Να ϐρείτε το όριο lim
x→0

f(x)

ηµ2x
.

9. ∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f.

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και
το σύνολο τιµών της f.

(ϐʹ) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα πα-
ϱακάτω όρια.

i. lim
x→1

f(x)

ii. lim
x→3

f(x)

iii. lim
x→5

f(x)

iv. lim
x→7

f(x)

v. lim
x→9

f(x)

Για τα όρια που δεν υπάρχουν
να αιτιολογήσετε την απάντησή
σας.

(γʹ) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα πα-
ϱακάτω όρια.

i. lim
x→2

1

f(x)

ii. lim
x→6

1

f(x)

iii. lim
x→1

f(f(x))

Να αιτιολογήσετε την απάντησή
σας.

(δʹ) Να ϐρείτε τα σηµεία στα οποία η
f δεν είναι συνεχής.
Να αιτιολογήσετε την απάντησή
σας.

(Θέµα Β, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2016)

Καλά και Ευτυχισµένα Χριστούγεννα !!!

2022 ευχές για ένα ευτυχισµένο και δηµιουργικό νέο έτος !!!
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