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1.΄Εστω µια συνάρτηση

f ορισµένη σε ένα

διάστηµα ∆.

Ονοµάζουµε αρχική

συνάρτηση ή

παράγουσα συνάρτηση

της f στο ∆ κάθε

συνάρτηση F η οποία

είναι παραγωγίσιµη

στο ∆ και τέτοια, ώστε

F′(x) = f(x), για
κάθε x ∈ ∆.

Να ϐρείτε τις παράγουσες της συνάρτησης f(x) = |x|+ 1, x ∈ R.

2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x) =

{
1, x ≤ 0
2, x > 0

δεν έχει παράγουσα.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση

Αν η f είναι συνεχής

στο [α, β] και

f(x) ≥ 0, για κάθε

x ∈ [α, β], τότε∫ β

α
f(x)dx =

E(Ω), όπου Ω είναι το

χωρίο που περικλείεται

από την Cf , τον άξονα

x′x και τις ευθείες

x = α και x = β.

f(x) =

{
x, x < 3
3, x ≥ 3

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής και να σχεδιάσετε τη
γραφική της παράσταση.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ 7

0

f(x)dx.

4. Στο παρακάτω σχήµα ϕαίνεται η γραφική παράσταση µιας συνεχούς συνάρ-
τησης f : [α, δ] → R. Αν για τα εµβαδά των χωρίων Ω1, Ω2 και Ω3 ισχύει
ότι :

E(Ω1) = 2, E(Ω2) = 1 και E(Ω3) = 3,

να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:Το

∫ β

α
f(x)dx είναι

ίσο µε άθροισµα των

εµβαδών των χωρίων

πάνω από τον άξονα

x′x, µείον το

άθροισµα των

εµβαδών των χωρίων

που ϐρίσκονται κάτω

από τον άξονα x′x.

(αʹ)
∫ β

α

f(x)dx

(ϐʹ)
∫ γ

β

f(x)dx

(γʹ)
∫ γ

α

f(x)dx

(δʹ)
∫ δ

α

f(x)dx

5.

Ιδιότητες ορισµένου

ολοκληρώµατος στην

σελίδα 214.

Αν f είναι συνάρτηση

συνεχής σε ένα

διάστηµα ∆ και

α, β, γ ∈ ∆, τότε

ισχύει :∫ β

α
f(x)dx =∫ γ

α
f(x)dx +∫ β

γ
f(x)dx

΄Εστω συνάρτηση f : R→ R η οποία είναι συνεχής και τέτοια, ώστε :∫ 1

0

f(x)dx = 3,

∫ 6

0

f(x)dx = 4 και
∫ 6

2

f(x)dx = 3.
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Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:∫ β

α
f(x)dx = −

∫ α

β
f(x)dx. ∫ α

α
f(x)dx = 0.(αʹ)

∫ 2

1

f(x)dx (ϐʹ)
∫ 6

1

f(x)dx (γʹ)
∫ 0

2

(f(x) + 3)dx

6. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

Θεµελιώδες ϑεώρηµα

του ολοκληρωτικού

λογισµού:

΄Εστω µια συνάρτηση f
η οποία είναι συνεχής

σε ένα κλειστό

διάστηµα [α, β]. Αν

G είναι µια

παράγουσα της f στο

[α, β], τότε :∫ β

α
f(x)dx =

G(β)− G(α).

(αʹ)
∫ 2

0

x3dx (ϐʹ)
∫ 2

1

1

x3
dx (γʹ)

∫ 1

0

(3x2 − 5x + 1)dx.

7. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 4

1

1√
x

dx (ϐʹ)
∫ 1

0

x2
√

xdx (γʹ)
∫ 1

0

2

x + 1
dx.

8. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 2π

0

ηµxdx (ϐʹ)
∫ π

4

0

1

συν2x
dx (γʹ)

∫ π

−π

ηµx · eσυνxdx.

9. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 1

−1

e4xdx (ϐʹ)
∫ 1

0

x

x2 + 3
dx (γʹ)

∫ π
4

0

εφxdx.

10. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 1

−1

|x|dx (ϐʹ)
∫ 1

−1

|x2 − x|dx (γʹ)
∫ 0

−1

|ex − 1|dx.

11. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =

{
e−x, x < 0
x + 1, x ≥ 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ 1

−1

f(x)dx.

12. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα: Για τον υπολογισµό

ολοκληρώµατος ϱητής

συνάρτησης

εξετάζουµες αρχικά αν

ο αριθµητής είναι

παράγωγος ή κάποιο

αριθµητικό

πολλαπλάσιο της

παραγώγου του

παρονοµαστή.

(αʹ)
∫ 2

0

2x + 4

x2 + 4x + 3
dx (ϐʹ)

∫ 0

−1

6x− 12

x2 − 4x + 3
dx.

13. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 1

0

x3

x + 1
dx (ϐʹ)

∫ 0

−1

2x− 3

x2 − 3x + 2
dx (γʹ)

∫ 1

0

x3 − 2x

x2 + 3x + 2
dx.

¨Η οµορφιά είναι το καθοριστικό κριτήριο. ∆εν υπάρχει ϑέση στον κόσµο για

άσχηµα Μαθηµατικά.¨

Hardy, Godfrey Harold , 1877− 1947,΄Αγγλος µαθηµατικός.
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