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Στόχος του παρόντος ϕυλλαδίου είναι να αποτελέσει µια αφορµή για επανάληψη πριν τις εξε-

τάσεις. Σας ευχόµαστε καλό διάβασµα και... καλό Πάσχα !

Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους

Να χαρακτηρίσετε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή Λάθος (Λ).

1. ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης.

2. Αν
π

2
< (~̂α, ~β) < π, τότε ~α · ~β < 0.

3. Αν ~α, ~β οµόρροπα, τότε ~α · ~β = |~α| · |~β|.

4. Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα.

5. Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α + ~β| ≤ |~α|+ |~β|.

6. Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α · ~β| = |~α| · |~β|.

7. Η ευθεία µε εξίσωση Ax + By + Γ = 0, µε A 6= 0 ή B 6= 0, είναι παράλληλη στο
διάνυσµα ~δ = (B,−A).

8. Οι ευθείες µε εξισώσεις x = 5 και y = −1 είναι κάθετες.

9. Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο A (α, β) και είναι παράλληλη στον x′x έχει
εξίσωση x = α.

10. Η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ
έχει εξίσωση y = λx.

11. Οι ευθείες y = 2 και y = 2x είναι παράλληλες.

12. Η ευθεία ε : y = κ2x + 2, κ ∈ R− {0}, σχηµατίζει αµβλεία γωνία µε τον άξονα x′x.

13. Αν A2 + B2 − 4Γ = 0, τότε η εξίσωση x2 + y2 + Ax + By + Γ = 0, παριστάνει ένα
µόνο σηµείο.

14. ΄Εστω η παραβολή µε εξίσωση y2 = 2px. Η απόσταση της διευθετούσας από την
εστία της παραβολής ισούται µε |p|.
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15. Η έλλειψη C :
x2

α2
+

y2

β2
= 1, µε α > β > 0 έχει εστίες E

(√
α2 − β2, 0

)
, E′
(
−
√
α2 − β2, 0

)
.

16. Οποιεσδήποτε δύο ελλείψεις που έχουν τις ίδιες εστίες είναι όµοιες.

17. Για την εκκεντρότητα ε µιας έλλειψης ισχύει ότι 0 < ε < 1.

18. Η υπερβολή C :
x2

α2
− y2

β2
= 1, έχει δύο κοινά σηµεία µε τον άξονα y′y.

19. Το ορθογώνιο ϐάσης µιας ισοσκελούς υπερβολής είναι τετράγωνο.

20. Κάθε ισοσκελής υπερβολή έχει εκκεντρότητα ίση µε
√

2.

21. Υπάρχουν υπερβολές που οι ασύµπτωτες τους είναι κάθετες µεταξύ τους.

2ο Θέµα

Θέµα 2.1 Για τα διανύσµατα ~α και ~β ισχύει ότι |~α| = 2, |~β| = 1 και (~̂α, ~β) =
2π

3
. έστω τα

διανύσµατα ~u = 2~α + 4~β και ~v = ~α− ~β.

(α) Να υπολογίσετε το ~α · ~β.
(ϐ) Να υπολογίσετε το ~u · ~v.

(γ) Να υπολογίσετε το συν
(
~̂u,~v
)
.

(δ) Να υπολογίσετε το x ∈ R, ώστε τα
διανύσµατα ~v και ~w = x~α + ~β, να
είναι κάθετα.

Θέµα 2.2 ∆ίνονται τα διανύσµατα ~α = (1,−2) και ~β = (−3, 9).

(α) Να ϐρείτε το διάνυσµα ~γ, αν 4~α + ~β − ~γ = ~0.

(ϐ) Αν ~γ = (1, 1) να ϐρεθεί η γωνία ϕ̂ που σχηµατίζει το διάνυσµα ~γ µε τον άξονα
x′x.

(γ) Να γράψετε το διάνυσµα ~δ = (4,−11) σαν γραµµικό συνδιασµό των διανυ-
σµάτων ~α και ~β.

(δ) Να ϐρεθεί η προβολή του διανύσµατος ~α πάνω στο ~β.

(ε) Να αναλύσετε το διάνυσµα ~α σε δύο κάθετες συνιστώσες από τις οποίες η µία
να έχει την διεύθυνση του ~β.

Θέµα 2.3 ∆ίνονται τα σηµεία A(2, 1), B(−3, 2) και Γ(1,−3).

(α) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ορίζουν τρίγωνο.

(ϐ) Να ϐρείτε το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ.

(γ) Να ϐρείτε την απόσταση του σηµείου Γ από την πλευρά AB.

Θέµα 2.4 ∆ίνονται τα σηµεία A(0, 1), B(−2, 3) και Γ(4,−1).

(α) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ορίζουν τρίγωνο.

(ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας στην οποία ανήκει η διάµεσος AM του
τριγώνου ABΓ.
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(γ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας στην οποία ανήκει το ύψος A∆ του τριγώνου
ABΓ.

(δ) Να ϐρείτε την µεσοκάθετο της πλευράς AB.

Θέµα 2.5 ΄Εστω (ε) η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία A(4, 0) και B(0, 4) και (δ) η ευθεία
που διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και είναι κάθετη στην (ε).

(α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας (ε) είναι x+ y = 4.

(ϐ) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (δ).

(γ) Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής Μ των ευθειών (δ) και (ε).

(δ) Βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα ΟΜ.

3ο Θέµα

Θέµα 3.1 ∆ίνονται οι ευθείες µε εξισώσεις

ε1 : λx+ (λ− 1)y − 1 = 0 και ε2 : 4x+ λy + λ− 2 = 0.

Να ϐρείτε το λ ∈ R τέτοιο ώστε :

(α) ε1 ‖ y′y (ϐ) ε1 ‖ x′x (γ) ε1 ‖ ε2 (δ) ε1 ⊥ ε2.

Θέµα 3.2 ∆ίνεται η εξίσωση

(x+ y − 5) + λ(2x+ y − 7) = 0, όπου λ ∈ R.

(α) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει ευθεία για κάθε λ ∈ R.
΄Υστερα να δείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η παραπάνω εξίσωση
διέρχονται από σταθερό σηµείο, του οποίου να ϐρείτε τις συντεταγµένες.

(ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθείας ε1 που ορίζεται από την παραπάνω εξίσωση
και διέρχεται από το σηµείο Α(4, 1).

(γ) Να αποδείξετε ότι η ευθεία η : −x+ y + 1 = 0 δεν ανήκει στην οικογένεια των
ευθειών της παραπάνω εξίσωσης.

(δ) Να ϐρείτε την εξίσωση ε2 που ορίζεται από την παραπάνω εξίσωση και είναι
κάθετη στην η : −x+ y + 1 = 0.

Θέµα 3.3 ∆ίνεται η εξίσωση
x2 + 4y2 − 4xy + 3x− 6y + 2 = 0

(α) Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δυο ευθείες ε1 και ε2.

(ϐ) Να αποδείξετε ότι ε1 ‖ ε2.
(γ) Να ϐρείτε την απόσταση των παράλληλων ευθειών ε1 και ε2.

(δ) Να ϐρείτε την εξίσωση της µεσοπαράλληλης ευθείας των ε1 και ε2.

Θέµα 3.4 ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση

C : (x− 1)2 + y2 = 2.
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(α) Να ϐρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου C οι οποίες είναι πα-
ϱάλληλες στην ευθεία η : y = x+ 1.

(ϐ) Να εξετάσετε ποια από τις ευθείες που ϐρήκατε στο προηγούµενο ερώτηµα
είναι εφαπτοµένη του κύκλου

C′ : (x− 6)2 + (y − 1)2 = 2.

Θέµα 3.5 ∆ίνεται η παραβολή: C :y = 4x2. Να ϐρείτε

(α) την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής,

(ϐ) την εξίσωση της εφαπτοµένης η οποία είναι κάθετη στην ευθεία y = x + 2013.

Θέµα 3.6 ∆ίνεται κύκλος C : x2 + y2 = 10 και το σηµείο Μ(2, 4).

α) Να ϐρείτε την σχετική ϑέση του Μ(2, 4) ως προς τον κύκλο C.

(ϐ) Να ϐρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων του C, ε1 και ε2, οι οποίες διέρχονται
από το Μ(2, 4).

(γ) Να υπολογισθεί η γωνία των ε1 και ε2.

(δ) Να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων επαφής, Α και Β, των εφαπτοµένων
µε τον κύκλο.

(ε) Να ϐρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων,
διέρχεται από το σηµείο Α και από το συµµετρικό του σηµείου Α ως προς τον
άξονα y′y.

Θέµα 3.7 ∆ίνεται η εξίσωση
x2 − 6x+ y2 + 2y + 1 = 0.

(α) Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο και να ϐρείτε το κέντρο
και την ακτίνα του.

(ϐ) Να δείξετε ότι το Μ(4,-2) είναι εσωτερικό σηµείο του κύκλου.

(γ) Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Μ και τέµνει τον κύκλο
στα σηµεία Α, Β ώστε το Μ να είναι το µέσο του ΑΒ.

4ο Θέµα

Θέµα 4.1 ∆ίνεται η εξίσωση

x2 + y2 + 2(λ+ 1)x+ (2λ− 1)y + 2λ2 + λ− 1 = 0, όπου λ ∈ R.

(α) Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο για κάθε λ ∈ R και να
ϐρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του.

(ϐ) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων του προηγούµενου
ερωτήµατος.

(γ) Για λ = −1, να ϐρεθεί

(γ1) η εξίσωση του κύκλου C1,
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(γ2) η ϑέση της ευθείας ε : 3x+ 4y − 5 = 0 ως προς τον κύκλο C1.

Θέµα 4.2 Θεωρούµε έναν πληθυσµό από 1999 µυρµήγκια. Κάθε µυρµήγκι χαρακτηρίζεται
από έναν αριθµό n = 1, 2, 3, . . . , 1999 και κινείται επάνω στο καρτεσιανό επίπεδο
Oxy διαγράφοντας µια τροχιά µε εξίσωση

(x− 1)2 + y2 = 2n(x+ y − 1).

Να αποδείξετε ότι :

(α) η τροχιά κάθε µυρµηγκιού είναι κύκλος και να ϐρείτε τις συντεταγµένες του
κέντρου του,

(ϐ) κατά την κίνηση τους όλα τα µυρµήγκια διέρχονται από ένα σταθερό σηµείο Α
(που είναι η ϕωλιά τους) και να ϐρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου Α,

(γ) οι τροχιές όλων των µυρµηγκιών εφάπτονται της ευθείας µε εξίσωση x+y−1 = 0
στο σηµείο Α.

Θέµα 4.3 ∆ίνεται η εξίσωση
(x− 1)(x− 3) + (y − 3)(y − 5) = 0.

(α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο και να ϐρείτε το κέντρο
και την ακτίνα του.

(ϐ) Σε τοπογραφικό σχεδιάγραµµα, µε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων xOy
τα σηµεία Α(1, 3), Β(3, 3), Γ(3, 5) και ∆(1, 5) παριστάνουν τις ϑέσεις τεσσάρων
δήµων. Να αποδείξετε ότι µπορεί να χαραχθεί περιφερειακός κυκλικός δρόµος
που να διέρχεται από τους τέσσερις δήµους.

(γ) Αν ϑεωρήσουµε ότι στο ίδιο σύστηµα αξόνων του προηγούµενου ερωτήµατος,
οι συντεταγµένες ενός αυτοκινήτου Κ για κάθε χρονική στιγµή t, t > 0 είναι
(t, t+2), να ϐρείτε αν η γραµµή, στην οποία κινείται το αυτοκίνητο Κ , συναντά
τον κυκλικό περιφερειακό δρόµο και αν ναι, σε ποια σηµεία ;

Θέµα 4.4. ∆ίνεται η εξίσωση

x2 + y2 − 2 + λ(x− y + 2) = 0, όπου λ ∈ R (1)

(α) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε πραγµατικό αριθµό λ
διαφορετικό από το 2 και να ϐρείτε το κέντρο και την ακτίνα του.

(ϐ) Να ϐρείτε τι παριστάνει η εξίσωση για λ = 2.

(γ) Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων που ορίζονται από την
εξίσωση (1).

(δ) Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι διέρχονται από σταθερό σηµείο, το
οποίο και να ϐρεθεί.

(ε) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1) εφάπτονται
της ευθείας ε : −x+ y = 2.

Θέµα 4.5 ∆ίνεται η έλλειψη C :
x2

25
+

y2

9
= 1 και η εφαπτοµένη ε σε τυχαίο σηµείο της Π(x1, y1).

Η κάθετη στην ε στο Π τέµνει τους άξονες x′x, y′y στα σηµεία K και Λ αντίστοιχα.
Αν M(u, v) είναι το µέσο του τµήµατος KΛ, τότε :
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(α) να εκφραστούν τα u, v συναρτήσει των x1, y1,

(ϐ) να αποδειχθεί ότι το M ανήκει σε έλλειψη, της οποίας να ϐρεθούν οι εστίες και
η εκκεντρότητα.

Θέµα 4.6 ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση C : x2 + y2 = 9.

(α) Αν το σηµείο P(x0, y0) ανήκει στον παραπάνω κύκλο, να αποδείξετε ότι το

σηµείο M

(
5

3
x0,

4

3
y0

)
ανήκει σε έλλειψη της οποίας να υπολογίσετε την εκ-

κεντρότητα.

(ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής η οποία έχει τις ίδιες εστίες
µε την παραπάνω έλλειψη.

(γ) Να ϐρείτε τις εξισώσεις των ασύµπτωτων της υπερβολής του ερωτήµατος (ϐ)
καθώς και τη γωνία που σχηµατίζουν οι ασύµπτωτες.

Θέµα 4.7 ∆ίνονται τα µη µηδενικά διανύσµατα−→α ,
−→
β τα οποία σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία

φ̂ =
π

3
και η εξίσωση

x2 + y2 − 2 |−→α | x−
∣∣∣−→β ∣∣∣ y +−→α ·

−→
β = 0. (1)

(α) Να αποδείξετε ότι :

i. 2−→α 6=
−→
β ,

ii. η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο µε ακτίνα ρ =

∣∣∣2−→α −−→β ∣∣∣
2

.

(ϐ) Αν K (1, 1) είναι το κέντρο του παραπάνω κύκλου, να αποδείξετε ότι :

i. |−→α | = 1,
∣∣∣−→β ∣∣∣ = 2 και ρ = 1,

ii. ο κύκλος εφάπτεται στην ευθεία ε : 3x + 4y − 12 = 0,

iii. η προβολή του
−→
β στο −→α είναι ίση µε το −→α .
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