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Αν δυο µεταβλητά

µεγέθη x, y,

συνδέονται µε τη

σχέση y = f(x), όταν

f είναι µια συνάρτηση

παραγωγίσιµη στο x0 ,

τότε ονοµάζουµε ϱυθµό

µεταβολής του y ως

προς το x στο σηµείο

x0 την παράγωγο

f′(x0) .

΄Εστω ότι ένα µέγεθος

x εξαρτάται από το t.

Τότε x = x(t).

Αν το x αυξάνεται µε

ϱυθµό α > 0, τότε

x′(t) = α.

Αν το x ελαττώνεται µε

ϱυθµό α > 0, τότε

x′(t) = −α.

Παρατήρηση:

(x3)′ = 3x2 , όταν η

µεταβλητή είναι το x,

ενώ

(x3(t))′ =

3x2(t)x′(t), όταν

έχουµε ¨σύνθεση¨ µε

µεταβλητή το t.

1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
1

3
x3 − 5

2
x2 + 6x − 4.

(αʹ) Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της f ως προς x στο σηµείο x0 = −1.
(ϐʹ) Να ϐρείτε τις τιµές του x που ο ϱυθµός µεταβολής της f, ως προς x είναι

ϑετικός.
(γʹ) Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της κλίσης της f, ως προς x στο σηµείο

x0 = −1.

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex.

(αʹ) Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της f ως προς x στο σηµείο x0 = 1.
(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο x0 = 1.

(γʹ) Να ϐρείτε το όριο lim
x→1

ex − e

x − 1
.

3. Οι διαστάσεις x και y ενός ορθογωνίου µεταβάλλονται. Το x αυξάνεται µε
ϱυθµό 2cm/s και το y ελλατώνεται µε ϱυθµό 3cm/s. Να ϐρείτε τον ϱυθµό
µεταβολής :

(αʹ) της περιµέτρου Π του ορθογωνίου,
(ϐʹ) του εµβαδού E του ορθογωνίου τη χρονική στιγµή που είναι x = 6cm

και y = 10cm.

4. ΄Ενα υλικό σηµείο M (x, x3) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = x3 µε
ϱυθµό µεταβολής της τετµηµένης του x′(t) > 0.
Το σηµείο M ξεκινά από το σηµείο N(−2,−8) και καταλήγει στην αρχή των
αξόνων O.
Σε ποιο σηµείο της καµπύλης ο ϱυθµός µεταβολής της τεταγµένης του
σηµείου M είναι τριπλάσιος του ϱυθµού µεταβολής της τετµηµένης του ;

(Θέµα Γ3, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

5. ΄Ενα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = x3, x ≥ 0 µε
x = x(t) και y = y(t).
Να ϐρείτε σε ποιο σηµείο της καµπύλης ο ϱυθµός µεταβολής της τεταγµένης
y(t) του M είναι ίσος µε τον ϱυθµό µεταβολής της τετµηµένης x(t), αν υποτεθεί
ότι x′(t) > 0 για κάθε t ≥ 0.

(Θέµα Γ3, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2016)
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6. ΄Ενα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = x2, x ≥ 0 µε
x = x(t) και y = y(t). Καθώς το σηµείο M περνάει από το σηµείο A(2, 4), η
τετµηµένη του ελαττώνεται µε ϱυθµό 3cm/s.
Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της τεταγµένης y του M τη χρονική στιγµή
που περνάει από το A.

7. ΄Ενα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = x2 + 1, x ≥ 1.
Την χρονική στιγµή t0 κατά την οποία το σηµείο M διέρχεται από το σηµείο
A(3, 10), ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M είναι 2 µονάδες
ανά δευτερόλεπτο.
Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου MOK τη χρονική
στιγµή t0, όπου K(x, 0) και O(0, 0).

(Θέµα Γ4, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2019)

8. ΄Ενα σηµείο M (α, f(α)), µε α ≤ 0, κινείται στη γραφική παράσταση της

συνάρτησης f(x) =
1

1 − x
. Ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου

M δίνεται από τον τύπο
α′(t) = −α(t)

3
.

Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο M τέµνει τον άξονα
x′x στο σηµείο B.
Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου B τη χρονική
στιγµή t0, κατά την οποία το σηµείο M έχει τετµηµένη −1.

(Θέµα Γ4, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ex. Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης f στο σηµείο της A (x0, f(x0)) διέρχεται από την αρχή των αξόνων
O.

(αʹ) Να ϐρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου A και την εξίσωση της εφαπτο-
µένης της συνάρτησης f στο A.

(ϐʹ) ΄Ενα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = f(x).
Την χρονική στιγµή t0 κατά την οποία το σηµείο M διέρχεται από το ση-
µείο A, ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M ελαττώνεται
µε ϱυθµό 3 µονάδες ανά δευτερόλεπτο.
Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής της τεταγµένης y του M τη χρονική
στιγµή που περνάει από το A.

¨Ο Αρχιµήδης ϑα µνηµονεύεται, όταν ο Αισχύλος ϑα έχει ξεχαστεί, γιατί, ενώ οι

γλώσσες πεθαίνουν, οι µαθηµατικές ιδέες είναι διαχρονικές.¨

Godfrey Harold Hardy, 1877-1947, ΄Αγγλος µαθηµατικός.

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

2 Σχ. ΄Ετος 2020-2021


