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Θεώρηµα Rolle

Αν µία συνάρτηση f

είναι συνεχής στο

κλειστό διάστηµα

[α, β],

παραγωγίσιµη στο

ανοικτό διάστηµα

(α, β) και

f(α) = f(β),

τότε υπάρχει

τουλάχιστον ένα

ξ ∈ (α, β) τέτοιο,

ώστε f′(ξ) = 0.

Γεωµετρική ερµηνεία

του ϑεωρήµατος του εν

Ρολλε :

Υπάρχει τουλάχιστον

ένα ξ ∈ (α, β) τέτοιο

ώστε η εφαπτοµένη της

γραφικής παράστασης

της f στο σηµείο

A(ξ, f(ξ)) να είναι

παράλληλη στον

άξονα xx′

1. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) = xσυνx, x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµα-

τος του Rolle στο διάστηµα
[
−π
2
,
π

2

]
.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

xεφx = 1,

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα
(
−π
2
,
π

2

)
.

2. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =


x2 − κx + λ, −1 ≤ x < 0

µx2 + 2x + 2, 0 ≤ x ≤ 1

Να ϐρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς κ, λ και µ αν ισχύουν για την f οι
υποθέσεις του ϑεωρήµατος του Rolle στο διάστηµα [−1, 1].

3. Στο διπλανό σχήµα ϕαίνεται η γραφι-
κή παράσταση της παραγώγου f ′ µιας
παραγωγίσιµης συνάρτησης
f : R→ R.
Θεωρείστε τον ισχυρισµό:
¨ Ισχύει ότι f(0) = f(3)¨.

(αʹ) Να εξετάσετε αν ο παραπάνω
ισχυρισµός είναι αληθής ή ψευ-
δής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή
σας στο ερώτηµα (α΄).

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

1 Σχ. ΄Ετος 2020-2021



Μαθηµατικά Προσανατολισµού Γ΄ Λυκείου Γενικό Λύκειο Θήρας

Αν ϑέλουµε να

αποδείξουµε ότι η

εξίσωση f(x) = 0

έχει

µία τουλάχιστον ϱίζα

στο (α, β), τότε :

• ϐρίσκουµε προφανή

ϱίζα στο (α, β), ή

•εφαρµόζουµε

ϑεώρηµα του Bolzano

για την f στο [α, β], ή

• ϐρίσκουµε το σύνολο

τιµών f((α, β)) και

ελέγχουµε αν το 0

ανήκει σε αυτό

(ϑεώρηµα ενδιαµέσων

τιµών), ή

• εφαρµόζουµε το

ϑεώρηµα του Rolle σε

µια συνάρτηση g όπου

g′(x) = f(x) στο

[α, β].

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει
ότι f(3)− f(2) = 5. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η συνάρτηση
g(x) = f(x)− x2, x ∈ R

δεν είναι 1− 1,

(ϐʹ) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 3) τέτοιο, ώστε f ′(ξ) = 2ξ.

5. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

5x4 − 4x + 1 = 0,

έχει µία τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα στο διάστηµα (0, 1).Αν ϑέλουµε να

αποδείξουµε ότι η

εξίσωση f(x) = 0

έχει το πολύ µια ϱίζα,

τότε :

• υποθέτουµε ότι έχει

δύο ϱίζες, έστω

ρ1 < ρ2 και

εφαρµόζοντας το

ϑεώρηµα του Rolle

οδηγούµαστε σε άτοπο,

ή

• αποδεικνύουµε ότι η

συνάρτηση είναι

γνησίως µονότονη.

6. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

2x3 − 3x2 + 5 = 0,

έχει το πολύ µία πραγµατική ϱίζα στο διάστηµα (0, 1).

7. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

x4 + ex = 3x + 10,

έχει το πολύ δύο πραγµατικές ϱίζες.

Αν ϑέλουµε να

δείξουµε ότι η εξίσωση

f(x) = 0 έχει

ακριβώς µια ϱίζα, τότε :

• την ύπαρξη της ϱίζας

την εξασφαλίζουµε µε

ένα από τους τρόπους

που περιγράψαµε

παραπάνω,

και

• την µοναδικότητα

την εξασφαλίζουµε είτε

µε την µονοτονία είτε

υποθέτοντας ότι η

εξίσωση έχει 2 ϱίζες

και οδηγούµαστε σε

άτοπο εφαρµόζοντας το

ϑεώρηµα του Rolle για

την f.

8. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση
5x = 4x + 1,

έχει ακριβώς δύο πραγµατικές ϱίζες.

9. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:

f(x) = 3x, x ∈ R και g(x) = −x2 + 3x + 1, x ∈ R

έχουν ακριβώς δύο κοινά σηµεία, τα A(0, 1) και B(1, 3).

10. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση

2x2 − συνx = xηµx,

έχει ακριβώς δύο ϱίζες στο διάστηµα [−π, π].

¨ ΄Ενα µαθηµατικό πρόβληµα πρέπει να είναι αρκετά δύσκολο ώστε να µας
κινητοποιεί, όχι εντελώς απρόσιτο ώστε να ϐρίσκεται πέρα από τις δυνατότητες µας.
Πρέπει να λειτουργεί ως οδηγός στα διαδαλώδη µονοπάτια της κρυµµένης αλήθειας

και ως υπόµνηση της χαράς µιας επιτυχούς λύσης. ¨
David, Hilbert, 1862-1943, Γερµανός µαθηµατικός.
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