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1. Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική
παράσταση µιας συνάρτησης f. Να
ϐρείτε :

f συνεχής στο

x0 ∈ Df ⇔

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

(αʹ) το πεδίο ορισµού της f

(ϐʹ) τα σηµεία στα οποία η f δεν είναι
συνεχής.

2. Να µελετήσετε ως προς την συνέχεια στο x0, τις παρακάτω συναρτήσεις :

(αʹ)

f(x) =


συν2x− 1

x
, αν x 6= 0

0, αν x = 0

,

x0 = 0

(ϐʹ)

f(x) =


|x− x2|+ x− 9

x− 3
, αν x < 3

√
x2 + 7, αν x ≥ 3.

,

x0 = 3

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει ότι :

|f(x)| ≤ |x|, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 0.

4. Αν η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής στο x = 0 και ισχύει :

ηµ2x− x2 ≤ xf(x) ≤ ηµ2x + x2, για κάθε x ∈ R,

να ϐρείτε το f(0).

5. ΄Εστω συνάρτηση f : R→ R τέτοια, ώστε :

lim
x→1

f(x)− 4

x− 1
= 5.

Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από το σηµείο A(1, 4),
να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο x0 = 1.
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6. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3 − 4x + 2 = 0, έχει µία, τουλάχιστον, ϱίζα στο
διάστηµα (−3, 2).

Θεώρηµα του Bolzano:

΄Εστω µια συνάρτηση f
ορισµένη στο κλειστό
διάστηµα [α, β]. Αν η
f είναι συνεχής στο
[α, β]

και f(α) · f(β) < 0

τότε υπάρχει ένα,

τουλάχιστον,

x0 ∈ (α, β) τέτοιο,

ώστε f(x0) = 0.

Η εικόνα f(∆) ενός

διαστήµατος ∆ µέσω

µιας συνεχούς και µη

σταθερής συνάρτησης

f είναι διάστηµα.

Θεώρηµα

Μέγιστης-Ελάχιστης

Τιµής :

Αν f είναι συνεχής

συνάρτηση στο [α, β],

τότε η ϕ παίρνει στο

[α, β] µια µέγιστη

τιµή M και µια

ελάχιστη τιµή m.

Επίσης,

f([α, β]) = [m,M]

Αν µια συνάρτηση f

είναι συνεχής σε ένα

διάστηµα ∆ και δεν

µηδενίζεται σ΄ αυτό,

τότε διατηρεί πρόσηµο

στο διάστηµα ∆.

Θεώρηµα Ενδιαµέσων

Τιµών:

΄Εστω µια συνάρτηση f

η οποία είναι ορισµένη

σε ένα κλειστό

διάστηµα [α, β]. Αν η

f είναι συνεχής στο

[α, β] και

f(α) 6= f(β) Τότε,

για κάθε αριθµό η

µεταξύ των f(α) και

f(β) υπάρχει ένα,

τουλάχιστον

x0 ∈ (α, β) τέτοιο,

ώστε f(x0) = η.

7. Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε :

ex0 + ln(x0 + 1) = 2.

8. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R, η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο R
και η γραφική της παράσταση τέµνει τον άξονα x′x στο σηµείο A(1, 0).
Αν α < 1 < β, να αποδείξετε ότι η εξίσωση

f(α)

x− α
+

f(β)

β − x
= 0,

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο (α, β).

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + x− 1, x ∈ R. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (0, 1) τέτοιο, ώστε f(x0) = 0,

(ϐʹ) δεν υπάρχει το όριο lim
x→x0

1

f(x)
.

10. ΄Εστω f µια συνεχής συνάρτηση στο R για την οποία ισχύει :

f2(x) = 2xf(x) + 1, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο R.
(ϐʹ) Αν f(0) = 1, να προσδιορίσετε τον τύπο της f.

11. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R µε f(2) = 5 και

f (f(x)) + f(x) = 20, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(5) = 15 (ϐʹ) f(10) = 10.

12. ΄Εστω συνάρτηση f : R→ R η οποία έχει σύνολο τιµών f (R) = R∗.
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής.

13. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
xex − 1

ex
.

(αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία στο πεδίο ορισµού
της.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.
(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (x − 2021)ex = 1, έχει µοναδική λύση στο

R.

¨Τα πράγµατα αυτού του κόσµου δεν µπορούν να κατανοηθούν χωρίς τη γνώση των
Μαθηµατικών¨

Bacon Roger , 1214− 1292, ΄Αγγλος ϕιλόσοφος.
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