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5ο Φύλλο Εργασίας

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Αγαπητά µου παιδιά, εύχοµαι οι παρακάτω ασκήσεις, να αποτελέσουν µια όµορφη µαθη-

µατική συντροφιά τις γιορτινές αυτές ηµέρες και να γίνουν αφορµή για µια µικρή επανάληψη.

Να προσπαθήσετε να λύσετε τις παρακάτω ασκήσεις, αφού πρώτα µελετήσετε τις σηµειώσεις

των τετραδίων σας. Καλή δύναµη !

Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Να χαρακτηρίσετε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή
Λάθος (Λ).

(αʹ) ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης.

(ϐʹ) Αν
π

2
< (~̂α, ~β) < π, τότε ~α · ~β < 0.

(γʹ) Αν ~α, ~β οµόρροπα, τότε ~α · ~β = |~α| · |~β|.
(δʹ) Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα.

(εʹ) Αν det
(
~α, ~β

)
είναι η ορίζουσα των διανυσµάτων ~α, ~β, τότε ισχύει η

ισοδυναµία: ~α ‖ ~β ⇔ det
(
~α, ~β

)
= 1.

(ϛʹ) Ισχύει ότι : det (~α, 2~α) = 2.

(Ϲʹ) Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α + ~β| ≤ |~α|+ |~β|.
(ηʹ) Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α · ~β| = |~α| · |~β|.
(ϑʹ) Αν κ~α = λ~α, τότε κ = λ για κάθε διάνυσµα ~α.

(ιʹ) Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β και ~γ 6= ~0, αν ισχύει ότι ~α · ~γ = ~β · ~γ,
τότε ~α = ~β.

(ιαʹ) Αν το ABΓ είναι ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 2, τότε
−→
AB ·

−→
AΓ = 4.

2. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α και ~β µε ~α · ~β = 0, ισχύει ότι : ~α = ~0 ή ~β = ~0.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).
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Ασκήσεις

1. Για τα διανύσµατα ~α και ~β ισχύει ότι :

|~α| = 2, |~β| = 1 και (~̂α, ~β) =
2π

3
.

Επίσης, έστω τα διανύσµατα:

~u = 2~α + 4~β και ~v = ~α− ~β.

(αʹ) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο των ~α και ~β.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο των ~u και ~v.

(γʹ) Να υπολογίσετε το συνηµίτονο της γωνίας των διανυσµάτων ~u και ~v.

(δʹ) Να υπολογίσετε το λ ∈ R, ώστε τα διανύσµατα ~v και ~w = λ~α + ~β, να
είναι κάθετα.

2. ΄Εστω τα διανύσµατα ~α, ~β για τα οποία ισχύει ότι :

|~α| = 1 |~β| = 2 και ~α ⊥
(
~α + ~β

)
.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι ~α · ~β = −1.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσµάτων ~α και ~β.

(γʹ) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος ~α + ~β.

3. ∆ίνονται τα µοναδιαία διανύσµατα ~α, ~β τα οποία είναι κάθετα.
Επίσης, για το τρίγωνο ABΓ ισχύει :

−→
AB = ~α− 3~β και

−→
AΓ = ~α + ~β.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι
−→
BΓ = 4~β.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το µήκος της διαµέσου AM.

(γʹ) Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνίας Γ̂ του τριγώνου ABΓ.

4. ∆ίνονται τα σηµεία :

A (3, 2) , B (−1,−2) και Γ (1,−3) .

(αʹ) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία A, B και Γ ορίζουν τρίγωνο.

(ϐʹ) Αν το ABΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, να ϐρείτε τις συντεταγµένες του
σηµείου ∆.

(γʹ) Να ϐρείτε τη γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα
−→
AB µε τον άξονα x′x.

5. ΄Εστω τα διανύσµατα ~α, ~β για τα οποία ισχύει ότι :

|~α| = 1 |~β| = 2 και
∣∣∣2~α + ~β

∣∣∣ = 2
√

3.
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(αʹ) Να ϐρείτε το ~α · ~β.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνίας
(
~̂α, ~β

)
.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι : ~β − 2~α 6= ~0.

(δʹ) Αν για το διάνυσµα ~x ισχύει ότι :

~x ‖
(
~β − 2~α

)
και (~α + ~x) ⊥ ~β,

να γράψετε το ~x ως γραµµικό συνδυασµό των ~α και ~β.

6. ∆ίνονται τα σηµεία :
A(3, 2) και B(−2, 3).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο AOB είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, όπου
O η αρχή των αξόνων.

(ϐʹ) Να ϐρείτε σηµείο M του άξονα y′y, τέτοιο, ώστε τα σηµεία A, M και B
να είναι συνευθειακά.

7. ∆ίνονται τα διανύσµατα:

~α = (3, 4) και ~β = (1, 2).

(αʹ) Να ϐρείτε το διάνυσµα ~v το οποίο είναι οµόρροπο µε το ~α και έχει µέτρο
ίσο µε 10.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα ~α και ~β δεν είναι συγγραµµικά.

(γʹ) Να γράψετε το διάνυσµα ~u = (1, 4) ως γραµµικό συνδυασµό των ~α και
~β.

(δʹ) Να αναλυθεί το διάνυσµα ~w = (−7, 24) σε δύο (µη µηδενικές) κάθετες
συνιστώσες από τις οποίες η µια να είναι παράλληλη στο διάνυσµα ~α.

8. (αʹ) Να σχεδιάσετε τρία µοναδιαία διανύσµατα ~α, ~β,~γ, µε

~α + ~β + ~γ = ~0.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το µέτρο του ~α + ~β.

(γʹ) Να ϐρείτε το εσωτερικό γινόµενο και τη γωνία των ~α και ~β.

Καλά και Ευτυχισµένα Χριστούγεννα !!!

2022 ευχές για ένα ευτυχισµένο και δηµιουργικό νέο έτος !!!
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