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19ο Φύλλο Εργασίας

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Ερωτήσεις Κατανόησης

1. Να χαρακτηρίσετε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή
Λάθος (Λ).

(αʹ) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και −f είναι συµµετρικές
ως προς τον άξονα x′x.

(ϐʹ) Κάθε συνάρτηση που είναι 1 − 1 στο πεδίο ορισµού της, είναι γνησίως
µονότονη.

(γʹ) Οι γραφικές παραστάσεις των f και f−1 είναι συµµετρικές ως προς την
ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες xÔy και x′Ôy′.

(δʹ) Κάθε συνάρτηση f : R → R, η οποία δεν είναι γνησίως µονότονη, δεν
είναι και 1-1.

(εʹ) Αν υπάρχει το όριο της f στο x0 και είναι lim
x→x0

f(x) < 0, τότε f(x) < 0

κοντά στο x0.

(ϛʹ) Για κάθε Ϲεύγος συναρτήσεων f, g : (0,+∞)→ R, αν ισχύει lim
x→x0

f(x) = +∞
και lim

x→x0
g(x) = −∞, τότε lim

x→x0
(f(x) + g(x)) = 0.

(Ϲʹ) Αν lim
x→x0

f(x) = −∞ ή +∞, τότε lim
x→x0

1

f(x)
= 0.

(ηʹ) lim
x→0

1

x2ν+1
= +∞, για κάθε ν ∈ N.

(ϑʹ) Για κάθε συνάρτηση f µε lim
x→x0

f(x) = 0, ισχύει ότι :

lim
x→x0

1

f(x)
= +∞ ή lim

x→x0

1

f(x)
= −∞.

(ιʹ) Για κάθε συνάρτηση f : A → R, όταν υπάρχει το όριο της f καθώς το x
τείνει στο x0 ∈ A, τότε αυτό το όριο ισούται µε την τιµή της f στο x0.

(ιαʹ) Κάθε συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα σηµείο x0 του πεδίου
ορισµού της είναι και παραγωγίσιµη στο x0.

(ιϐʹ) (3x)′ = x · 3x−1, για κάθε x ∈ R.
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(ιγʹ) Για κάθε συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R∗ µε f ′(x) = 0
για κάθε x ∈ R∗, ισχύει ότι η f είναι σταθερή στο R∗.

(ιδʹ) Για κάθε συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα σ΄ ένα
διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆, ισχύει ότι f ′(x) > 0
για κάθε x στο εσωτερικό του ∆.

(ιεʹ) ΄Ενα τοπικό µέγιστο µιας συνάρτησης µπορεί να είναι µικρότερο από ένα
τοπικό της ελάχιστο.

(ιϛʹ) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιµη στο (α, β)
και f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (α, β), τότε f(α) 6= f(β).

(ιϹʹ) Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆, τότε τα
εσωτερικά σηµεία του ∆ στα οποία η f ′ είναι διαφορετική από το µηδέν,
δεν είναι ϑέσεις τοπικών ακροτάτων της f.

(ιηʹ) Κάθε κρίσιµο σηµείο µιας συνάρτησης f σε ένα διάστηµα ∆ είναι ϑέση
τοπικού ακροτάτου της f.

(ιϑʹ) Στα σηµεία καµπής η εφαπτοµένη της Cf ¨διαπερνα¨ την καµπύλη.
(κʹ) Μια πολυωνυµική συνάρτηση 3ου ϐαθµού έχει οπωσδήποτε ένα σηµείο

καµπής.
(καʹ) Μια κατακόρυφη ασύµπτωτη µιας συνάρτησης f µπορεί να έχει δύο

κοινά σηµεία µε την Cf .
(κϐʹ) Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις ϐαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 2 δεν

έχουν ασύµπτωτες.
(κγʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και α, β, γ ∈ ∆, τότε

ισχύει ότι
∫ β

α

f(x)dx−
∫ β

γ

f(x)dx =

∫ γ

α

f(x)dx.

(κδʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και f(x) ≥ 0 για κάθε

x ∈ [α, β], τότε ισχύει ότι
∫ β

α

f(x)dx ≥ 0.

(κεʹ) Για κάθε συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [α, β] και
∫ β

α

f(x)dx > 0,

ισχύει ότι f(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β].
(κϛʹ) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f : [α, β]→ R, ισχύει :

Αν
∫ β

α

f(x)dx = 0, τότε f(x) = 0, για κάθε x ∈ [α, β].

2. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Αν f και g είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι fog και gof, τότε αυτές δεν

είναι υποχρεωτικά ίσες.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Κάθε συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της και δεν µηδε-

νίζεται σε αυτό, διατηρεί πρόσηµο στο πεδίο ορισµού της.
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(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

4. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Κάθε συνάρτηση f η οποία είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη και κυρτή σε ένα

διάστηµα ∆, έχει ϑετική δεύτερη παράγωγο στο εσωτερικό του ∆.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

5. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Για όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f, g στο διάστηµα [0, 1] ισχύει :∫ 1

0

f(x) · g(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx ·
∫ 1

0

g(x)dx.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν
είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

Θέµατα

1. Στο παρακάτω σχήµα ϕαίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης
f : A→ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τα A και f(A).
(ϐʹ) Να λύσετε την εξίσωση

f2(x) + 3f(x) = 0.

(γʹ) Να ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών
της εξίσωσης f(x) = α, για τις δι-
άφορες τιµές του α ∈ R.

(δʹ) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα
όρια :

i. lim
x→2

1

f(x)

ii. lim
x→1

1

f(x) + 3

iii. lim
x→2

ηµf(x)

f(x)

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
x− 2

ln x
, x > 0 και x 6= 1.

(αʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την µονοτονία.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.
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(γʹ) Να ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 2021.

(δʹ) Να λύσετε την εξίσωση f(x2 + 2) = f(x2 + 2x + 4).

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = xe
1
x , x 6= 0.

(αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία και τα τοπικά
ακρότατα.

(ϐʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και τα σηµεία
καµπής.

(γʹ) Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f.

(δʹ) Με ϐάση τις απαντήσεις σας στα παραπάνω ερωτήµατα, να σχεδιάσετε
τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f.

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = αx3 + βx2 − 3x + 1, µε α, β ∈ R. Η συνάρτηση f
παρουσιάζει στο x = −1 τοπικό ακρότατο και η εφαπτοµένη της στο σηµείο
A(2, f(2)) είναι παράλληλη στην ευθεία η : y = 9x + 2021.

(αʹ) Να αποδείξετε ότια α = 1 και β = 0.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία και τα τοπικά
ακρότατα.

(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f και να αποδείξετε ότι η εξίσωση
x3 = 3x− 1 έχει δύο ϑετικές και µία αρνητική ϱίζα.

(δʹ) Να ϐρείτε την εφαπτοµένη της Cf που διέρχεται από το σηµείο B(3, 0).

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
1− x

x
− ln x, x > 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα και κυρτή.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf η οποία διέρχεται από το
σηµείο A(0, 2).

(γʹ) Να λύσετε την εξίσωση f2(x)− 2f(x) + 2xf(x) = 0.

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + x− 1, x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f έχει ακριβώς µία ϑετική ϱίζα x0.

(ϐʹ) Να λύσετε την ανίσωση f(x)− 2

1 + f2(x)
> 0.

(γʹ) Να ϐρείτε το όριο lim
x→0+

ln x

f(2x)− f(x)
.

7. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln x− ln(1− x), x ∈ (0, 1).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να ϐρείτε την αντίστροφη της,
f−1.

(ϐʹ) Αν g(x) = f−1(x) =
ex

ex + 1
, x ∈ R, να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία

και τα ακρότατα τη συνάρτηση g.
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(γʹ) Να ϐρείτε τη µέγιστη τιµή του ϱυθµού µεταβολής της g ως προς x.

8. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = −x2 + βx + γ, x ∈ R, όπου τα β και γ είναι
πραγµατικοί αριθµοί. Η συνάρτηση f παρουσιάζει ολικό µέγιστο στο x = 0 το
f(0) = 3.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι β = 0 και γ = 3.

Στο παρακάτω σχήµα ϕαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f
και το ορθογώνιο ABΓ∆, όπου B(x, f(x)), µε x ∈ (0,

√
3).

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του
ορθογωνίου ABΓ∆, συναρτήσει
του x, είναι

E(x) = −2x3 + 6x, x ∈ (0,
√

3).

(γʹ) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του
ορθογωνίου ABΓ∆ γίνεται µέγιστο
όταν αυτό γίνει τετράγωνο.

(δʹ) Να εξετάσετε αν υπάρχει x0 ∈
(0,
√

3) για το οποίο το εµβαδόν
E(x0) του αντίστοιχου ορθογωνίου
ABΓ∆ ισούται µε 4ex0 + 1.

9. ∆ίνονται οι συναρτήσεις :

f(x) = (x + α)2 − 1, x ∈ [−1,+∞), α ∈ R και
g(x) = x2 − 1, x ∈ R.

Αν η κλίση της γραφικής παράστασης Cf της f στο σηµείο µε τετµηµένη x0 = 0
είναι ίση µε 2, τότε να αποδείξετε ότι :

(αʹ) α = 1,

(ϐʹ) η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ϐρείτε την αντίστροφή της, f−1.
Αν f−1(x) =

√
x + 1− 1, x ∈ [−1,+∞), τότε να ϐρείτε :

(γʹ) τη συνάρτηση f−1og,

(δʹ) το όριο lim
x→−1

f−1(x) + 1

(f−1og)(x)
, όπου (f−1og)(x) = |x| − 1, x ∈ R.

(Θέµα Β, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

10. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση

f(x) =

{ √
x2 + 1 + αx, για x ≥ 0

x2 − α, για x < 0
, α ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = −1.

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν το σηµείο x0 = 0 είναι κρίσιµο σηµείο της συνάρτησης
f.
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(γʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία.

(δʹ) Να υπολογίσετε το lim
x→+∞

f(x).

(Θέµα Γ, Τέκνων Ελλήνων Εξωτερικού, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2020)

11. ΄Εστω f : R→ R µία παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) = 1 και ισχύει :

f(x) ≥ x + 1, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τη γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα x′x η εφαπτοµένη της
Cf στο x = 0.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια :

i. lim
x→+∞

ηµf(x)

f(x)
ii. lim

x→0+
((f(x)− 1) ln x).

12. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει

xf(x) + 3ηµx = x2, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(0) = −3,

(ϐʹ) lim
x→∞

f(x) = +∞,

(γʹ) υπάρχει τουλάχιστον ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός x0 τέτοιος, ώστε

f(x0) = e−x0 .

13. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση

f(x) =

{
x2 + α, για x ≥ 1
ex−1 + βx, για x < 1

, α, β ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = 1 και β = 1.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο R και να ϐρείτε το
σύνολο τιµών της.

(γʹ) i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει µοναδική ϱίζα x0, η οποία
είναι αρνητική.

ii. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f2(x) − x0f(x) = 0 είναι αδύνατη στο
(x0,+∞).

(δʹ) ΄Ενα σηµείο M(x, y) κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = f(x), x ≥ 1.
Την χρονική στιγµή t0 κατά την οποία το σηµείο M διέρχεται από το
σηµείο A(3, 10), ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M
είναι 2 µονάδες ανά δευτερόλεπτο.
Να ϐρείτε τον ϱυθµό µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου MOK τη
χρονική στιγµή t0, όπου K(x, 0) και O(0, 0).

(Θέµα Γ, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2019)
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14. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 2ex−α − x2, x ∈ R µε α > 1.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε τιµή του α > 1 η γραφική παράσταση της
συνάρτησης f έχει ακριβώς ένα σηµείο καµπής.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν µοναδικά x1, x2 ∈ R µε x1 < x2, τέτοια ώστε
η συνάρτηση f να παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x1 και τοπικό ελάχιστο
στο x2.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = f(1) είναι αδύνατη στο (α, x2).

(Θέµα ∆, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2018)

15. Η γραφική παράσταση µιας συνάρ-
τησης f : [0,+∞) → R ϕαίνεται στο
διπλανό σχήµα. Αν F είναι µια πα-
ϱάγουσα της f στο διάστηµα [0,+∞)
µε F(0) = 1, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) F(x) =

{
x2 + 1, αν x ∈ [0, 2]
4x− 3, αν x ∈ (2,+∞)

.

(ϐʹ)
∫ 4

0

f(x)dx = 12.

16. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =
√

x2 + 1− x, x ∈ R.

Να δείξετε ότι :

(αʹ) f ′(x) ·
√

x2 + 1 + f(x) = 0, για κάθε x ∈ R,

(ϐʹ)
∫ 1

0

1√
x2 + 1

dx = ln(
√

2 + 1).

(Θέµα 3ο, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2003)

Καλό Πάσχα !

Εύχοµαι το ΄Αγιο Φως της Ανάστασης να ϕωτίσει τις Ϲωές σας και

να σας χαρίσει υγεία, χαρά και ευτυχία !
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