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Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Αγαπητά µου παιδιά, οι παρακάτω ασκήσεις έχουν ως στόχο να αποτελέσουν µια αφορµή

για επανάληψη των ενοτήτων 1.1 έως και 3.1 που έχετε διαδαχθεί µέχρι σήµερα.

Κάποιες από τις παρακάτω ασκήσεις είναι ϑέµατα-ερωτήµατα από την ῾῾Τράπεζα Θεµάτων᾿᾿ του

ΙΕΠ.

Να προσπαθήσετε να λύσετε τις παρακάτω ασκήσεις, αφού πρώτα µελετήσετε τις σηµειώσεις

των τετραδίων σας. Καλή δύναµη !

Ερωτήσεις Σωστού-Λάθους

Να χαρακτηρίσετε καθεµιά από τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστή (Σ) ή Λάθος
(Λ).

(αʹ) ∆ύο αντίθετα διανύσµατα έχουν αντίθετους συντελεστές διεύθυνσης.

(ϐʹ) Αν
π

2
< (~̂α, ~β) < π, τότε ~α · ~β < 0.

(γʹ) Αν ~α, ~β οµόρροπα, τότε ~α · ~β = |~α| · |~β|.
(δʹ) Τα αντίθετα διανύσµατα έχουν ίσα µέτρα.

(εʹ) Αν det
(−→α ,−→β ) είναι η ορίζουσα των διανυσµάτων −→α ,

−→
β , τότε ισχύει η

ισοδυναµία: −→α ‖
−→
β ⇔ det

(−→α ,−→β ) = 1.

(ϛʹ) Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α + ~β| ≤ |~α|+ |~β|.
(Ϲʹ) Για οποιαδήποτε διανύσµατα ~α, ~β, ισχύει ότι : |~α · ~β| = |~α| · |~β|.
(ηʹ) Η ευθεία µε εξίσωση Ax + By + Γ = 0, µε A 6= 0 ή B 6= 0, είναι

παράλληλη στο διάνυσµα ~δ = (B,−A).

(ϑʹ) Οι ευθείες µε εξισώσεις x = 5 και y = −1 είναι κάθετες.

(ιʹ) Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο A (α, β) και είναι παράλληλη στον
x′x έχει εξίσωση x = α.

(ιαʹ) Η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή
διεύθυνσης λ έχει εξίσωση y = λx.

(ιϐʹ) Οι ευθείες y = 2 και y = 2x είναι παράλληλες.

(ιγʹ) Η ευθεία ε : y = κ2x + 2, κ ∈ R− {0}, σχηµατίζει αµβλεία γωνία µε τον
άξονα x′x.

(ιδʹ) Αν A2+B2−4Γ = 0, τότε η εξίσωση x2+y2+Ax+By+Γ = 0, παριστάνει
ένα µόνο σηµείο.
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Ασκήσεις

1. Για τα διανύσµατα ~α και ~β ισχύει ότι |~α| = 2, |~β| = 1 και (~̂α, ~β) =
2π

3
. έστω

τα διανύσµατα ~u = 2~α + 4~β και ~v = ~α− ~β.

(αʹ) Να υπολογίσετε το ~α · ~β.
(ϐʹ) Να υπολογίσετε το ~u · ~v.

(γʹ) Να υπολογίσετε το συν
(
~̂u,~v
)
.

(δʹ) Να υπολογίσετε το x ∈ R, ώστε
τα διανύσµατα ~v και ~w = x~α+~β,
να είναι κάθετα.

2. ΄Εστω τα διανύσµατα ~α, ~β για τα οποία ισχύει ότι :

|~α| = 1 |~β| = 2 και ~α ⊥
(
~α + ~β

)
.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι ~α · ~β = −1.

(ϐʹ) Να υπολογίσετε τη γωνία των διανυσµάτων ~α και ~β.

(γʹ) Να υπολογίσετε το µέτρο του διανύσµατος ~α + ~β.

3. Στο καρτεσιανό επίπεδο Oxy τα σηµεία A και B έχουν διανύσµατα ϑέσεως

−→
OA = 2~i + λ~j και

−→
OB = (λ+ 1)~i + (λ+ 3)~j, µε λ ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι
−→
AB = (λ− 1)~i + 3~j.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την απόσταση των σηµείων A και B ως συνάρτηση του λ.

(γʹ) Για ποιες τιµές του λ η απόσταση των σηµείων A και B είναι ίση µε 5;

(δʹ) Θεωρήστε τον ισχυρισµό:
«Υπάρχει πραγµατικός αριθµός λ τέτοιος ώστε η απόσταση των σηµείων A
και B να παίρνει τη µικρότερη δυνατή τιµή.»

Είναι αληθής ή ψευδής ο παραπάνω ισχυρισµός ;
Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

4. Στο παρακάτω σχήµα δίνονται τα σηµεία O(0, 0), A(1,
√

3), B(
√

3+1,
√

3−1).

(αʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθε-
ίας OA καθώς και τη γωνία ω
που σχηµατίζει µε τον άξονα x′x.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της ευθε-
ίας AB καθώς και τη γωνία φ
που σχηµατίζει µε τον άξονα x′x.

(γʹ) Να δείξετε ότι το τρίγωνο OAB ε-
ίναι ορθογώνιο και ισοσκελές µε
Â = 90o.

(δʹ) Να δείξετε ότι εφ15o =

√
3− 1√
3 + 1

.
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5. ∆ίνεται η εξίσωση

2x+ y − 2 + λ(x− y + 5) = 0, όπου λ ∈ R (1)

και η ευθεία
ζ : 2x− y + 11 = 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε λ ∈ R η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία γραµ-
µή.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που παριστάνει η εξίσωση (1) διέρχονται
από το ίδιο σηµείο, του οποίου να ϐρείτε τις συντεταγµένες.

(γʹ) Να ϐρείτε την ευθεία ε που ορίζεται από την εξίσωση (1) και είναι παράλ-
ληλη στην ευθεία ζ.

(δʹ) Αν ε : 2x − y + 6 = 0 να υπολογίσετε την απόσταση των παράλληλων
ευθειών ε και ζ.

6. ∆ίνονται τα σηµεία :

A(2, 1), B(−3, 2) και Γ(1,−3).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ορίζουν τρίγωνο.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το εµβαδόν του τριγώνου ABΓ.

(γʹ) Να ϐρείτε την απόσταση του σηµείου Γ από την πλευρά AB.

(δʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ABΓ.

7. ∆ύο οικισµοί A και B ϐρίσκονται στις ϑέσεις που ορίζουν τα σηµεία A(−1,−2)
και B(3, 1). Εξωτερικά των οικισµών υπάρχει ευθύγραµµος δρόµος µε εξίσωση
δ : x + y − 1 = 0.

(αʹ) Να ϐρείτε σε ποια ϑέση του δρόµου δ :

i. Ο οικισµός A έχει τη µικρότερη απόσταση από τον δρόµο.
ii. Υπάρχει το Κέντρο Υγείας της περιοχής, αν είναι γνωστό ότι ισαπέχει

από τους δύο οικισµούς.

(ϐʹ) Να ϐρείτε τη ϑέση Γ ενός αυτοκινήτου πάνω στο δρόµο, αν είναι γνωστό,
ότι το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζουν τα τρία σηµεία A,B και Γ
είναι ίσο µε 8.

8. ΄Εστω (ε) η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία A(4, 0) και B(0, 4) και (δ) η
ευθεία που διέρχεται από την αρχή Ο των αξόνων και είναι κάθετη στην (ε).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας (ε) είναι x+ y = 4.

(ϐʹ) Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (δ).

(γʹ) Βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής M των ευθειών (δ) και (ε).

(δʹ) Βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα
OM.
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9. ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση

C : (x− 1)2 + y2 = 2.

(αʹ) Να ϐρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου C οι οποίες είναι
παράλληλες στην ευθεία η : y = x+ 1.

(ϐʹ) Να εξετάσετε ποια από τις ευθείες που ϐρήκατε στο προηγούµενο ερώτη-
µα είναι εφαπτοµένη του κύκλου

C′ : (x− 6)2 + (y − 1)2 = 2.

10. ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση

x2 + y2 − 4x− 8y − 5 = 0

και η ευθεία
ε : 3x− 4y = µ, µ ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε το κέντρο του κύκλου και την ακτίνα του.

(ϐʹ) Αν η ευθεία ε τέµνει τον κύκλο σε δύο διαφορετικά σηµεία A,B,

i. να αποδείξετε ότι −35 < µ < 15,

ii. να ϐρείτε για ποια τιµή του µ η ευθεία ε διέρχεται από το κέντρο
του,

iii. να ϐρεθεί σηµείο Γ του κύκλου τέτοιο, ώστε το τρίγωνο ΓAB να είναι
ισοσκελές µε ϐάση τη χορδή AB.

11. ∆ίνεται η εξίσωση

x2 + y2 − 2 + λ(x− y + 2) = 0, όπου λ ∈ R (1)

(αʹ) Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο για κάθε πραγµατικό
αριθµό λ διαφορετικό από το 2 και να ϐρείτε το κέντρο και την ακτίνα
του.

(ϐʹ) Να ϐρείτε τι παριστάνει η εξίσωση για λ = 2.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων που ορίζονται από την εξίσωση
(1) ϐρίσκονται σε µια ευθεία, της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.

(δʹ) Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω κύκλοι διέρχονται από σταθερό σηµείο,
το οποίο και να ϐρεθεί.

(εʹ) Να αποδείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση (1)
εφάπτονται της ευθείας ε : −x+ y = 2.

Καλό Πάσχα !

Εύχοµαι το ΄Αγιο Φως της Ανάστασης να ϕωτίσει τις Ϲωές σας και

να σας χαρίσει υγεία, χαρά και ευτυχία !
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