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Θέµα 2ο. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

f(x) = 3−
√
x, x ≥ 0 και g(ln x− 1) =

x

e
+ 2, x > 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι g(x) = ex + 2, x ∈ R.
(ϐʹ) Να ορίσετε τις συναρτήσεις fog και gof και να εξετάσετε αν είναι ίσες.

(γʹ) Να ορίσετε την συνάρτηση g − f και την συνάρτηση
g

f
.

(δʹ) Αν h = g − f , να ϐρείτε τα κοινά σηµεία της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης h µε τον άξονα x′x.

Λύση.

(αʹ) Θέτουµε ln x− 1 = y, µε x > 0, οπότε, ln x = y + 1, άρα x = ey+1, µε y ∈ R.

Η σχέση g(ln x − 1) =
x

e
+ 2 γράφεται g(y) =

ey+1

e
+ 2 = ey + 2, y ∈ R.

Εποµένως, g(x) = ex + 2, x ∈ R.
(ϐʹ) ΄Εχουµε Df = [0,+∞), το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f και Dg = R, το

πεδίο ορισµού της συνάρτησης g.

Το πεδίο ορισµού της fog:

Dfog ={x ∈ Dg | g(x) ∈ Df} = {x ∈ R | ex + 2 ∈ (0,+∞)} =

{x ∈ R | ex + 2 > 0} = {x ∈ R | ex > −2 >} = R.

Η συνάρτηση fog έχει τύπο:

(fog) (x) = f (g(x)) = f (ex + 2) = 3−
√
ex + 2, x ∈ R.

Το πεδίο ορισµού της gof:

Dgof ={x ∈ Df | f(x) ∈ Dg} = {x ∈ [0,+∞) | 3−
√
x ∈ R} = [0,+∞).

Η συνάρτηση gof έχει τύπο:

(gof) (x) = g (f(x)) = g
(
3−

√
x)
)
= e3−

√
x + 2, x ∈ [0,+∞).

Οι συναρτήσεις fog και gof δεν έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού, άρα δεν είναι ίσες.
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(γʹ) Το πεδίο ορισµού της g − f:

Dg−f = Df ∩Dg = [0,+∞).

Η συνάρτηση g − f έχει τύπο:

(g − f) (x) = g(x)− f(x) = ex + 2− (3−
√
x) = ex +

√
x− 1, x ≥ 0.

Το πεδίο ορισµού της
g

f
:

Dg

f

= Df ∩Dg \ {x ∈ Df ∩Dg | f(x) = 0} = (0, 9) ∪ (9,+∞),

διότι για x ≥ 0,

f(x) = 0 ⇔ 3−
√
x = 0 ⇔

√
x = 3 ⇔ x = 9.

Η συνάρτηση
g

f
έχει τύπο:

(g
f

)
(x) =

g(x)

f(x)
=

ex + 2

3−
√
x
, x ∈ (0, 9) ∪ (9,+∞).

(δʹ) ΄Εχουµε ότι
h(x) = ex +

√
x− 1, x ≥ 0.

Οι τετµηµένες των κοινών σηµείων της Ch µε τον άξονα x′x είναι οι λύσεις της
εξίσωσης

h(x) = 0, µε x ∈ [0,+∞).

Για κάθε x1, x2 ∈ [0,+∞) µε x1 < x2, έχουµε:

ex1 < ex2 , αφού ex ↑ R (1)

και

√
x1 <

√
x2, αφού

√
x ↑ [0,+∞). (2)

Προσθέτουµε κατά µέλη τις (1) και (2). ΄Εχουµε:

ex1 +
√
x1 < ex2 +

√
x2 ⇒ ex1 +

√
x1 − 1 < ex2 +

√
x2 − 1 ⇒ h(x1) < h(x2).

΄Αρα, η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).

Παρατηρούµε ότι h(0) = 0, δηλαδή το x = 0 είναι λύση της εξίσωσης h(x) = 0.
Επειδή η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞), έχουµε ότι το x = 0
είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης h(x) = 0.

Οπότε, το σηµείο O(0, 0) είναι το µοναδικό κοινό σηµείο της Ch µε τον άξονα x′x.
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