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Θέµα 3ο. ΄Εστω συνάρτηση f γνησίως µονότονη στο R της οποίας η γραφική παράσταση διέρ-
χεται από τα σηµεία A(3, 0) και B(0, 8).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.
(ϐʹ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του x η Cf είναι κάτω από τον άξονα x′x και για ποιες

είναι πάνω από τον άξονα x′x.

(γʹ) Να λύσετε την ανίσωση f(ln x) > 0.

(δʹ) Να ϐρείτε το είδος της µονοτονίας της συνάρτησης g(x) = f(x)− f(−x), x ∈ R.

(εʹ) Να λύσετε την ανίσωση f(x2) + f(−2x) < f(2x) + f(−x2).

(ϛʹ) Να λύσετε την ανίσωση f (f(x))− f (−f(x)) < f(8)− f(−8).

Λύση.

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη στο R, οπότε είναι ή γνησίωσς αύξουσα
στο R ή γνησίως ϕθίνουσα στο R.
Επίσης, η γραφική παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από τα σηµεία
A(3, 0) και B(0, 8), άρα f(3) = 0 και f(0) = 8.

Αφού 3 > 0 και f(3) < f(0) η συνάρτηση f δεν είναι γνησίως αύξουσα και άρα
είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

(ϐʹ) ΄Εχουµε ότι :

f(x) > 0 ⇔ f(x) > f(3) ⇔ x < 3, αφού η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

Αυτό σηµαίνει ότι η Cf είναι πάνω από τον άξονα x′x αν x ∈ (−∞, 3).
Επίσης,

f(x) < 0 ⇔ f(x) < f(3) ⇔ x > 3, αφού η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

Αυτό σηµαίνει ότι η Cf είναι κάτω από τον άξονα x′x αν x ∈ (3,+∞).

(γʹ) Με x > 0, έχουµε ισοδύναµα:

f(ln x) > 0 ⇔ f(ln x) > f(3)

⇔ ln x < 3, αφού η συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R,
⇔ 0 < x < e3.
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(δʹ) ΄Εστω x1, x2 ∈ R µε x1 < x2

⇒
{

−x1 > −x2
f(x1) > f(x2), αφού f ↓ R ⇒

{
f(−x1) < f(−x2), αφού f ↓ R
f(x1) > f(x2)

⇒
{

−f(−x1) > −f(−x2)
f(x1) > f(x2)

⇒ f(x1)− f(−x1) > f(x2)− f(−x2) ⇒ g(x1) > g(x2).

΄Αρα, η συνάρτηση g είναι γνησίως ϕθίνουσα στο R.

(εʹ) Για x ∈ R, έχουµε ισοδύναµα:

f(x2) + f(−2x) < f(2x) + f(−x2) ⇔ f(x2)− f(−x2) < f(2x)− f(−2x)

⇔ g(x2) < g(2x)

⇔ x2 > 2x, αφού g ↓ R,
⇔ x2 − 2x > 0 ⇔ x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,+∞).

(ϛʹ) Για x ∈ R, έχουµε ισοδύναµα:

f(f(x))− f(−f(x)) < f(8)− f(−8) ⇔ g(f(x)) < g(8)

⇔ f(x) > 8, αφού g ↓ R,
⇔ f(x) > f(0)

⇔ x < 0, αφού f ↓ R.
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