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ΘΕΜΑ Α

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β].
Αν

• η f είναι συνεχής στο [α, β] και
• f(α) ̸= f(β),

να αποδείξετε ότι για κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένα
τουλάχιστον x0 ∈ (α, β) τέτοιο ώστε

f(x0) = η.

Μονάδες 8

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής.

Μονάδες 4

Α3. Πότε λέµε ότι µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β];

Μονάδες 5

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις µε Σωστό (Σ) ή Λάθος (Λ).

α) Ισχύει lim
x→0+

lnx = 0.

ϐ) Ισχύει |ηµx| < |x|, για κάθε x ∈ R∗.

γ) Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής
συνάρτησης f είναι πάντα διάστηµα.

δ) Οι γραφικές παραστάσεις των f και f−1 είναι συµµετρικές ως προς την
ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες xÔy και x′Ôy′.

Μονάδες 8
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Θέµα Β

∆ίνονται οι συναρτήσεις :

f : [1,+∞) → R, µε τύπο f(x) = −(x− 1)2 + 3 και

g : R → R, µε τύπο g(x) = 3− x2.

Β1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και ότι η αντίστροφη της
είναι η συνάρτηση

f−1(x) =
√
3− x + 1, x ∈ (−∞, 3].

Μονάδες 9

Β2. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση f−1og.
Μονάδες 10

Β3. Να ϐρείτε το όριο

lim
x→−1

f−1(x)− 3

|x| − 1
.

Μονάδες 6

ΘΕΜΑ Γ

∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση

f(x) =


−2x− 1 + eλ , αν x ≤ 0

x3 − x− λ , αν x > 0
, λ ∈ R.

Γ1. Να αποδείξετε ότι λ = 0.
Μονάδες 8

Γ2. Να εξετάσετε αν υπάρχει το όριο στο x0 = 2 της συνάρτησης
h : (0, 2) ∪ (2,+∞) → R, µε τύπο

h(x) =
f(x)

x− 2
.

Μονάδες 8

Γ3. Να υπολογίσετε το όριο

lim
x→−∞

(
ηµf(x)
f(x)

+
f(−x)

1− x3

)
.

Μονάδες 9
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Θέµα ∆

΄Εστω συνεχής συνάρτηση f : [0,+∞) → R για την οποία ισχύουν:

• |f(x)| = ex +
√
x, για κάθε x ≥ 0,

• lim
x→0

f(x) + συνx
x

= 0.

∆1. Να αποδείξετε ότι f(0) = −1.
Μονάδες 5

∆2. Να αποδείξετε ότι f(x) = −ex −
√
x, x ∈ [0,+∞).

Μονάδες 6

∆3. Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.
Μονάδες 7

∆4. Αν α, β ∈ (0,+∞), να αποδείξετε ότι η εξίσωση

f(α)

x− 1
+

1 + f(β)

x− 2
= 0,

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα (1, 2).

Μονάδες 7

Σας εύχοµαι επιτυχία !

¨Μην καταδέχεσαι να ϱωτάς :

Θα νικήσουµε ; Θα νικηθούµε ;

Πολέµα !¨

Νίκος Καζαντζάκης , 1883− 1957, ΄Ελληνας συγγραφέας.
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