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Θέµα 13ο. Στο σχήµα δίνεται τµήµα της γραφικής παράστασης µιας παραγωγίσιµης συνάρτη-
σης f : R → R. Η ευθεία (ϵ) εφάπτεται της Cf στο σηµείο της A(2, 2) και διέρχεται
από το σηµείο B(0, 1).

Να ϐρείτε :

(αʹ) την τιµή f ′(2),

(ϐʹ) το όριο lim
h→0

f (2 + 3h)− 2

h
,

(γʹ) το όριο lim
x→2

2f(x)− x2

x2 − 4
,

(δʹ) την εξίσωση της εφαπτοµένης της
γραφικής παράστασης της συνάρ-
τησης g(x) = f2(x) + f

(
x2 − x

)
,

x ∈ R στο σηµείο M(2, g(2)).

Λύση.

(αʹ) Θα ϐρούµε τον συντελεστή διεύθυνσης λϵ της ευθείας (ϵ).
Η ευθεία (ϵ) διέρχεται από τα σηµεία A(2, 2) και B(0, 1). Οπότε, έχουµε ότι

λϵ =
yB − yA
xB − xA

=
1− 2

0− 2
=

1

2
.

Αφού η ευθεία (ϵ) εφάπτεται της Cf στο σηµείο A(2, f(2)), τότε f ′(2) = λϵ =
1

2
.

(ϐʹ) ΄Εχουµε

lim
h→0

f (2 + 3h)− 2

h
= lim

h→0

3 (f (2 + 3h)− 2)

3h

=
3h=u

3 lim
u→0

f(2 + u)− 2

u

= 3 lim
u→0

f(2 + u)− f(2)

u

= 3f ′(2) =
3

2
.
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(γʹ) ΄Εχουµε

lim
x→2

2f(x)− x2

x2 − 4
= lim

x→2

2f(x) + 4− 4− x2

x2 − 4

= lim
x→2

2(f(x)− 2) + (4− x2)

(x− 2)(x + 2)

= lim
x→2

[
2

x + 2
· f(x)− 2

x− 2
+

4− x2

(x− 2)(x + 2)

]
= lim

x→2

[
2

x + 2
· f(x)− 2

x− 2
+

−(x− 2)(x + 2)

(x− 2)(x + 2)

]
= lim

x→2

[
2

x + 2
· f(x)− f(2)

x− 2
− 1

]
=

2

4
f ′(2)− 1 = −3

4
.

(δʹ) Η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο R, µε

g′(x) = 2f(x)f ′(x) + f ′(x2 − x) · (x2 − x)′ = 2f ′(x)f(x) + (2x− 1)f ′(x2 − x).

Οπότε,

g′(2) = 2f ′(2)f(2)+3f ′(2) =
7

2
και g(2) = f2(2)−f(22−2) = f2(2)−f(2) = 6.

Η εφαπτοµένη (η) της Cg στο σηµείο της M(2, g(2)) έχει εξίσωση

η : y − g(2) = g′(2)(x− 2),

δηλαδή

η : y =
7

2
x− 1.
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