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Το Θέµα της Εβδοµάδας
Συνέχεια-Παράγωγος

Εφαπτοµένη της Cf-Θεώρηµα του Rolle

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Θέµα 15ο. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =


αx3 − 3x2 − x + 1, x ≤ 0

συνx, 0 < x <
3π

2

, µε α < −3.

(αʹ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της αλλά µη
παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f ικανοποιεί καθεµιά από τις προϋποθέσεις του

ϑεωρήµατος Rolle στο
[
0,

3π

2

]
.

(γʹ) Να ϐρεθεί το µοναδικό ξ ∈
(
0,

3π

2

)
για το οποίο ισχύει f ′(ξ) = 0.

(δʹ) Να δείξετε ότι στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f δεν υπάρχουν σηµεία
µε αρνητική τετµηµένη στα οποία η εφαπτοµένη της είναι παράλληλη στον
άξονα x′x.

Λύση.

(αʹ) Στο διάστηµα (−∞, 0), η συνάρτηση f(x) = αx3 − 3x2 − x + 1 είναι συνεχής
ως πολυωνυµική.

Στο διάστηµα
(
0,

3π

2

]
, η συνάρτηση f(x) = συνx είναι συνεχής.

Εξετάζουµε τη συνέχεια της συνάρτησης f στο x0 = 0:
Είναι
lim

x→0+
f(x) = lim

x→0+
συνx = συν0 = 1,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(
αx3 − 3x2 − x + 1

)
= 1

f(0) = α · 03 − 3 · 02 − 0 + 1 = 1.
Αφού lim

x→0−
f(x) = lim

x→0+
f(x) = f(0), η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 = 0.

΄Αρα, η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα
(
−∞,

3π

2

]
.

Είναι

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

αx3 − 3x2 − x + 1− 1

x
= lim

x→0−

x
(
αx2 − 3x− 1

)
x

= lim
x→0−

(
αx2 − 3x− 1

)
= −1
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και

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
lim

x→0−

συνx− 1

x
= 0.

΄Αρα, η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0, αφού

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
̸= lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
.

(ϐʹ) Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα
[
0,

3π

2

]
, παραγωγίσιµη στο διάστη-

µα
(
0,

3π

2

)
µε f ′(x) = (συνx)′ = −ηµx και είναι f(0) = 1 ̸= 0 = f

(
3π

2

)
.

΄Αρα, ικανοποιούνται οι δύο πρώτες προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος του Rolle,
αλλά δεν ικανοποιείται η τρίτη προϋπόθεση.

(γʹ) Για x ∈
(
π,

3π

2

)
έχουµε ότι ηµx < 0, άρα f ′(x) = 0 ⇔ −ηµx = 0 ⇔ ηµx = 0

είναι αδύνατη.
Για x ∈ (0, π) έχουµε ότι ηµx > 0, άρα f ′(x) = 0 ⇔ −ηµx = 0 ⇔ ηµx = 0
είναι αδύνατη.
Αφού f ′(π) = ηµπ = 0, το x = π είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης f ′(x) = 0

στο
(
0,

3π

2

)
.

(δʹ) Οι τετµηµένες των σηµείων της Cf στα οποία η εφαπτοµένη της είναι παράλ-
ληλη στον άξονα x′x ϑα είναι οι λύσεις της εξίσωσης f ′(x) = 0 µε x < 0.
Για x < 0, είναι

f ′(x) = 3αx2 − 6x− 1.

Οπότε, έχουµε
f ′(x) = 0 ⇔ 3αx2 − 6x− 1 = 0.

Η τελευταία είναι εξίσωση δευτέρου ϐαθµού µε άγνωστο το x και διακρίνουσα
∆ = 36 + 12α = 12(α+ 3) < 0, αφού δίνεται ότι ισχύει α < −3.
Η εξίσωση f ′(x) = 0 είναι αδύνατη στο (−∞, 0), άρα η Cf δεν έχει σηµεία µε
αρνητικές τετµηµένες στα οποία η εφαπτοµένη της να είναι παράλληλη στον
άξονα x′x.
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