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Θέµα 18ο. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν:

• f2(x)− 5 = x2, για κάθε x ∈ R
• f(2) = 3.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι :

i. f(x) ̸= 0, για κάθε x ∈ R
ii. f(x) =

√
x2 + 5, για κάθε x ∈ R.

(ϐʹ) ∆ίνεται η συνάρτηση g : R → R µε τύπο g(x) = x2 − συνx.
Να αποδείξετε ότι :

i. Η συνάρτηση g είναι γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα (−∞, 0] και γνησίως
αύξουσα στο διάστηµα [0,+∞).

ii. Η εξίσωση f2(x) = 5+ συνx έχει ακριβώς δύο ϱίζες, αντίθετες µεταξύ τους,
οι οποίες ανήκουν στο διάστηµα (−π, π).

Λύση.

(αʹ) i. Ισχύει ότι f2(x) = x2 + 5, για κάθε x ∈ R.

f(x) = 0 ⇔ f2(x) = 0 ⇔ x2 + 5 = 0 ⇔ x2 = −5, αδύνατο.

Οπότε, f(x) ̸= 0, για κάθε x ∈ R.
ii. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και f(x) ̸= 0, για κάθε x ∈ R. Οπότε,

η συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο στο R.
Επειδή f(2) = 3 > 0, τότε f(x) > 0, για κάθε x ∈ R.
Ισχύει ότι :

f2(x) = x2 + 5 ⇔ |f(x)| =
√
x2 + 5.

΄Αρα, αφού η f παίρνει µόνο ϑετικές τιµές για κάθε x ∈ R, τότε
f(x) =

√
x2 + 5, για κάθε x ∈ R.

(ϐʹ) i. Για κάθε x ∈ R, έχουµε:

g′(x) = 2x + ηµx και g′′(x) = 2 + συνx.

Παρατηρούµε ότι g′′(x) > 0 για κάθε x ∈ R, αφού 1 ≤ 2 + συνx ≤ 3.
Οπότε, αφού η συνάρτηση g′ είναι συνεχής στο R και g′′(x) > 0, για κάθε
x ∈ R, τότε η συνάρτηση g′ είναι γνησίως αύξουσα στο R.
Για x < 0 ισχύει g′(x) < g′(0) = 0, αφού η συνάρτηση g′ είναι γνησίως
αύξουσα στο R και για x > 0 ισχύει g′(x) > g′(0) = 0.
Οπότε, για την συνάρτηση g έχουµε:
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η συνάρτηση g είναι συνεχής στο (−∞, 0] µε g′(x) < 0 για κάθε x ∈
(−∞, 0), άρα η συνάρτηση g είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (−∞, 0]
και
η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [0,+∞) µε g′(x) > 0 για κάθε x ∈
(0,+∞), άρα η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).

ii. Η εξίσωση f2(x) = 5 + συνx µε x ∈ R, γράφεται ισοδύναµα

x2 + 5 = 5 + συνx ⇔ x2 − συνx = 0 ⇔ g(x) = 0, µε x ∈ R.

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει δύο ϱίζες αντίθετες
στο (−π, π) και δεν έχει άλλες ϱίζες στο R.
Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [0, π], µε
g(π) = π2 − συνπ = π2 + 1 > 0
και
g(0) = −συν0 = −1 < 0.
Οπότε, από το ϑεώρηµα του Bolzano, η εξίσωση g(x) = 0 έχει µια του-
λάχιστον ϱίζα ρ ∈ (0, π) ⊂ (0,+∞). ΄Οµως, η συνάρτηση g είναι γνησίως
αύξουσα στο (0,+∞), οπότε η ϱίζα ρ είναι µοναδική στο διάστηµα αυτό.

Επειδή, g(−ρ) = (−ρ)2 − συν(−ρ) = ρ2 − συνρ = g(ρ) = 0, έχουµε
ότι το −ρ είναι ϱίζα της εξίσωσης g(x) = 0.
Αφού 0 < ρ < π, τότε −π < −ρ < 0, δηλαδή η ϱίζα −ρ της εξίσωσης
g(x) = 0 ϐρίσκεται στο διάστηµα (−π, 0).
Επίσης, η ϱίζα −ρ είναι µοναδική ϱίζα της εξίσωσης g(x) = 0 στο διάστηµα
(−∞, 0], αφού η συνάρτηση g είναι γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα αυτό.

΄Αρα, η εξίσωση g(x) = 0 ⇔ x2 − συνx = 0 ⇔ f2(x) = 5 + συνx, µε
x ∈ R έχει ακριβώς δύο ϱίζες αντίθετες µεταξύ τους οι οποίες ανήκουν στο
διάστηµα (−π, π).
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