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ΘΕΜΑ Α

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα
εσωτερικό σηµείο του ∆.
Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και είναι παραγω-
γίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι f ′(x0) = 0.

Μονάδες 7

Α2. Να διατυπώσετε του ϑεώρηµα Rolle και να το ερµηνεύσετε
γεωµετρικά.

Μονάδες 4

Α3. Πότε δύο συναρτήσεις f, g λέγονται ίσες ;
Μονάδες 4

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας
στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε
πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος,
αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

i. Για οποιαδήποτε αντιστρέψιµη συνάρτηση f µε πεδίο ορι-
σµού A ισχύει ότι f

(
f−1(x)

)
= x, για κάθε x ∈ A.

ii. Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις µε πεδία ορισµού A και B,
αντίστοιχα, τότε η gof ορίζεται, αν f(A) ∩ B ̸= ∅.

iii. Κάθε παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R∗ → R, µε f ′(x) = 0
για κάθε x ∈ R∗, είναι σταθερή στο R∗.

iv. Κάθε κρίσιµο σηµείο µιας συνάρτησης f είναι και ϑέση το-
πικού ακροτάτου της.
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v. ΄Εστω µια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β]. Αν f(x) ≥ 0 για
κάθε x ∈ [α, β], τότε

∫ β

α f(x)dx ≥ 0.

Μονάδες 10

ΘΕΜΑ Β

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
e

ex + 1
, x ∈ R.

Β1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ορίσετε
την αντίστροφη της f−1.

Μονάδες 6

Αν h(x) = f−1(x) = ln

(
e− x

x

)
, x ∈ (0, e), τότε :

Β2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h είναι γνησίως ϕθίνουσα στο
διάστηµα (0, e).

Μονάδες 5

Β3. Να µελετήσετε τη συνάρτηση h ως προς την κυρτότητα και τα
σηµεία καµπής.

Μονάδες 8

Β4. Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης h και να σχεδιάσετε τη γραφική παράστασή της.

Μονάδες 6

ΘΕΜΑ Γ

∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =


x ln(x2) , x ̸= 0

0 , x = 0
.

Γ1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο πεδίο ορι-
σµού της αλλά µη παραγωγίσιµη στο x0 = 0.

Μονάδες 6

Γ2. Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία, τα α-
κρότατα, να ϐρείτε το σύνολο τιµών της καθώς και το πλήθος
των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = 2023.

Μονάδες 9
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Γ3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

F(x) =


x2 ln(x2)− x2

2
, x ̸= 0

0 , x = 0

είναι µια παράγουσα της f στο R.
Μονάδες 5

Γ4. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου Ω που περικλείεται από
τη γραφική παράσταση της f και τον άξονα x′x.

Μονάδες 5

ΘΕΜΑ ∆

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R για την οποία
ισχύουν:

• f(4) = 2 + f(0).
• f(x)f ′(x) = x, για κάθε x ∈ R.

•
∫ 3

0

f2(x)dx = 36.

∆1. Να αποδείξετε ότι f2(x) = x2 + 9, για κάθε x ∈ R.
Μονάδες 7

∆2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει εφαπτοµένη της Cf , η οποία είναι
παράλληλη στην ευθεία (ϵ) : 2y − x + 2023 = 0.

Μονάδες 5

∆3. Να αποδείξετε ότι f(x) =
√
x2 + 9, για κάθε x ∈ R.

Μονάδες 7

∆4. Αν F είναι µια παράγουσα της f στο R τέτοια, ώστε F(4) = 0,
να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου Ω που περικλείεται από τη
γραφική παράσταση της F, τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 0
και x = 4.

Μονάδες 6

Σας εύχοµαι επιτυχία !
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