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Θέµα 1ο. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η ευθεία
(ϵ).

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευ-
ϑείας (ϵ) είναι y = x + 1.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της f.
(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.

(δʹ) Να λύσετε τις εξισώσεις :
i. f(x) = 0

ii. f(x)− x− 1 = 0

iii. f2(x)− 2f(x)− 3 = 0.
(εʹ) Να λύσετε την ανίσωση f(x) ≤ x+1.
(ϛʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συ-

νάρτησης

g(x) = ln(f(x)) +
√
ex − 1.

(Ϲʹ) Για τις διάφορες τιµές της παρα-
µέτρου α ∈ R να ϐρείτε το πλήθος
των λύσεων, ως προς x, της εξίσω-
σης f(x) = α.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω ϵ : y = αx + β, α, β ∈ R, η εξίσωση της ευθείας (ϵ).
Από το σχήµα παρατηρούµε ότι η ευθεία (ϵ) διέρχεται από τα σηµεία A(−1, 0)
και B(0, 1).
΄Αρα, οι συντεταγµένες των σηµείων επαληθεύουν την εξίσωση της.
΄Εχουµε:

0 = −α+ β και 1 = α · 0 + β.

΄Αρα, α = β = 1 και ϵ : y = x + 1.

(ϐʹ) Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο A των τετµηµένων των σηµείων της Cf .
΄Αρα, A = [−3, 2].

(γʹ) Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο f(A) των τεταγµένων των σηµείων της Cf .
΄Αρα, f(A) = [−1, 3].
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(δʹ) i. Η εξίσωση f(x) = 0 έχει λύσεις τις τετµηµένες των σηµείων τοµής της Cf

µε τον άξονα x′x, οπότε έχουµε:

f(x) = 0 ⇔ x = −3 ή x = −1.

ii. f(x)− x− 1 = 0 ⇔ f(x) = x + 1.
Οι λύσεις της εξίσωσης f(x) = x+1 είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων
της ευθείας (ϵ) και της Cf , οπότε έχουµε:

f(x) = x + 1 ⇔ x = −2 ή x = −1 ή x = 0 ή x = 2.

iii.

f2(x)− 2f(x)− 3 = 0 ⇔f2(x)− 3f(x) + f(x)− 3 = 0 ⇔
f(x) (f(x)− 3) + f(x)− 3 = 0 ⇔
(f(x)− 3) (f(x) + 1) = 0 ⇔
f(x) = 3 ή f(x) = −1.

Οι λύσεις της εξίσωσης f(x) = 3 είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων
της Cf µε την οριζόντια ευθεία y = 3, οπότε έχουµε:

f(x) = 3 ⇔ x = 2.

Οι λύσεις της εξίσωσης f(x) = −1 είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων
της Cf µε την οριζόντια ευθεία y = −1, οπότε έχουµε:

f(x) = 3 ⇔ x = −2.

΄Αρα,
f2(x)− 2f(x)− 3 = 0 ⇔ x = −2 ή x = 2.

(εʹ)
f(x) ≤ x + 1 ⇔ f(x) = x + 1 ή f(x) < x + 1.

Οι λύσεις της ανίσωσης f(x) < x + 1 είναι οι τετµηµένες των σηµείων της Cf

που ϐρίσκονται κάτω από την ευθεία ϵ, οπότε έχουµε:

f(x) < x + 1 ⇔ x ∈ (−2,−1) ∪ (0, 2).

΄Αρα,
f(x) ≤ x + 1 ⇔ x ∈ [−2,−1] ∪ [0, 2].

(ϛʹ) Η συνάρτηση g ορίζεται για εκείνα τα x ∈ R για τα οποία ισχύουν:

x ∈ A και f(x) > 0 και ex − 1 ≥ 0.

΄Εχουµε: 
x ∈ A
και
f(x) > 0
και
ex − 1 ≥ 0

⇔


x ∈ [−3, 2]
και
x ∈ [−1, 2]
και
ex ≥ 1

⇔


x ∈ [−3, 2]
και
x ∈ [−1, 2]
και
x ≥ 0

΄Αρα, x ∈ [0, 2].
Οπότε, το πεδίο ορισµού της συνάρτησης g είναι το σύνολο Dg = [0, 2].
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(Ϲʹ) Το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης f(x) = α είναι το ίδιο µε το πλήθος των
κοινών σηµείων της Cf µε την ευθεία y = α. ΄Εχουµε:

• Αν α < −1 ή α > 3 τότε η ευθεία y = α δεν τέµνει την Cf . ΄Αρα, η εξίσωση
f(x) = α είναι αδύνατη.

• Αν α = −1, τότε η ευθεία y = α τέµνει την Cf στο σηµείο µε συντεταγµένες
(−2,−1). ΄Αρα, η εξίσωση f(x) = α ⇔ f(x) = −1 έχει µοναδική λύση την
x = −2.

• Αν α = 3, τότε η ευθεία y = α τέµνει την Cf στο σηµείο µε συντεταγµένες
(2, 3). ΄Αρα, η εξίσωση f(x) = α ⇔ f(x) = 3 έχει µοναδική λύση την x = 2.

• Αν 0 < α < 3, τότε η ευθεία y = α τέµνει την Cf σε ένα σηµείο, άρα η
εξίσωση f(x) = α έχει µοναδική λύση.

• Αν −1 < α ≤ 0, τότε η ευθεία y = α τέµνει την Cf σε δύο σηµεία, οπότε η
εξίσωση f(x) = α έχει δύο λύσεις.

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

3 Σχ. ΄Ετος 2023-2024


