
Μαθηµατικά Προσανατολισµού Γ΄ Λυκείου Γενικό Λύκειο Θήρας

Το Θέµα της Εβδοµάδας
Γραφική παράσταση Συνάρτησης

Μονότονες Συναρτήσεις-Αντίστροφη Συνάρτηση

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Θέµα 4ο. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2 + α και g(x) = x + β, όπου α, β ∈ R, για τις
οποίες ισχύει (fog) (x) = x2 − 2x, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = β = −1.

(ϐʹ) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f, g είναι 1 − 1 και να ϐρείτε την αντίστροφη
συνάρτηση τους, εφόσον αυτή υπάρχει.

(γʹ) Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση g−1of και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρ-

τηση ϕ(x) =
√

(g−1of)(x).

(δʹ) Να λύσετε την εξίσωση ϕ(x)− συνx + 1 = 0.

Λύση.

(αʹ) Για κάθε x ∈ R ισχύει

(fog) (x) = x2 − 2x ⇔ f (g(x)) = x2 − 2x

⇔ f(x + β) = x2 − 2x

⇔ (x + β)2 + α = x2 − 2x

⇔ x2 + 2βx + β2 + α = x2 − 2x.

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ R αν και µόνο αν

2β = −2 και β2 + α = 0

⇔ β = −1 και α = −1.

(ϐʹ) ΄Εχουµε
f(x) = x2 − 1, x ∈ R και g(x) = x− 1, x ∈ R.

Είναι −1 ̸= 1 και f(−1) = 0 = f(1), συνεπώς η f δεν είναι 1− 1.
΄Αρα, η συνάρτηση f δεν αντιστρέφεται.
Για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ R µε g(x1) = g(x2), έχουµε

g(x1) = g(x2) =⇒ x1 − 1 = x2 − 1 =⇒ x1 = x2.

Οπότε, η συνάρτηση g είναι 1− 1 και συνεπώς αντιστρέφεται.
Για την εύρεση της αντίστροφης της συνάρτησης g:

g(x) = y ⇔ x− 1 = y ⇔ x = y + 1, y ∈ R.

΄Αρα, g−1(x) = x + 1, x ∈ R.
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(γʹ) Οι συναρτήσεις g−1 και f έχουν πεδίο ορισµού το R.
Οπότε, η συνάρτηση g−1of έχει πεδίο ορισµού το R.
Ισχύει(

g−1of
)
(x) = g−1 (f(x)) = g−1

(
x2 − 1

)
= x2 − 1 + 1 = x2, x ∈ R.

Είναι ϕ(x) =
√

(g−1of)(x) =
√
x2 = |x|, x ∈ R.

Η γραφική παράσταση της ϕ:

(δʹ) Για x ∈ R, έχουµε: ϕ(x)− συνx + 1 = 0 ⇔ |x| = συνx− 1.
Αφού συν0 = 1, το x = 0 είναι λύση της εξίσωσης, διότι |0| = συν0− 1.
Για κάθε x ∈ R, ισχύει

−1 ≤ συνx ≤ 1 ⇔ −2 ≤ συνx− 1 ≤ 0.

Επειδή, για κάθε x ̸= 0, ισχύει ότι

συνx− 1 ≤ 0 < |x|,

η εξίσωση |x| = συνx− 1, έχει µοναδική λύση το x = 0.

Σχόλιο :

Στο παρακάτω σχήµα, ϕαίνεται το µοναδικό κοινό σηµείο των γραφικών παρα-
στάσεων των συναρτήσεων ϕ και ψ, όπου ϕ(x) = |x| και ψ(x) = συνx− 1.
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