
Μαθηµατικά Προσανατολισµού Γ΄ Λυκείου Γενικό Λύκειο Θήρας

΄Οριο Συνάρτησης στο x0 ∈ R
5ο Φύλλο Εργασίας

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

1. ∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρ-
τησης f.

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το
σύνολο τιµών της f.

(ϐʹ) Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα παρα-
κάτω όρια.

i. lim
x→1

f(x)

ii. lim
x→3

f(x)

iii. lim
x→5

f(x)

iv. lim
x→7

f(x)

v. lim
x→9

f(x)

Για τα όρια που δεν υπάρχουν να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

2. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και µε τη ϐοήθεια αυτής να
ϐρείτε, εφόσον υπάρχει, το lim

x→1
f(x) όταν :

(αʹ) f(x) =


|x|, x ≤ 1

−x + 2, x > 1
(ϐʹ) f(x) =


x2, x ≤ 1

−x + 1, x > 1

3. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) lim
x→2

x4 − 16

x3 − 8
=

8

3
.

(ϐʹ) lim
x→2

x3 + x2 − 5x− 2

x2 − 4
=

11

4
.

(γʹ) lim
x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
= −1.

(δʹ) lim
x→−2

(
1

x + 2
+

4

x2 − 4

)
= −1

4
.

4. Να ϐρείτε, αν υπάρχουν, τα όρια :

Σηµείωση

Αν
lim

x→x0
f(x) > 0,

τότε f(x) > 0
κοντά στο x0.
Αν
lim

x→x0
f(x) < 0,

τότε f(x) < 0
κοντά στο x0.

(αʹ) lim
x→1

x2 − |3x− 2|
x− 1

(ϐʹ) lim
x→2

|x2 − 5x + 6|
x− 2

(γʹ) lim
x→1

|x3 + x− 1|+ x2 − 2x

x− 1

(δʹ) lim
x→0

|x5 − 5x + 1| − |x3 − 3x + 1|
x

.

5. Αν f(x) =


x2 − 4√
x + 2− 2

, − 2 < x < 2

x2 + 5x + 2, x ≥ 2

να ϐρείτε, αν υπάρχει, το lim
x→2

f(x).
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6. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R τέτοια, ώστε

|f(x)− 2| ≤ x2 − 2x + 1 για κάθε x ∈ R.

Κρ. Παρεµβολής

Αν
h(x) ≤ f(x) ≤
≤ g(x), κοντά
στο x0
και
lim

x→x0
h(x) = ℓ,

lim
x→x0

g(x) = ℓ,

τότε
lim

x→x0
f(x) = ℓ

Να ϐρείτε το lim
x→1

f(x).

7. ∆ίνεται συνάρτηση f : R → R, µε f(R) = (1, 2). Να ϐρείτε το όριο lim
x→0

(
x2f(x)

)
.

8. ΄Εστω f, g δύο συναρτήσεις ορισµένες σε ένα σύνολο της µορφής (α, x0) ∪ (x0, β).
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) αν lim
x→x0

g(x) = 0 και |f(x)| ≤ g(x) κοντά στο x0, τότε lim
x→x0

f(x) = 0,

(ϐʹ) αν lim
x→x0

|f(x)| = 0, τότε lim
x→x0

f(x) = 0,

(γʹ) αν lim
x→x0

f2(x) = 0, τότε lim
x→x0

f(x) = 0,

(δʹ) αν lim
x→x0

(
f2(x) + g2(x)

)
= 0, τότε lim

x→x0
f(x) = 0 και lim

x→x0
g(x) = 0.

9. Να ϐρείτε τα όρια :

Σηµείωση

lim
x→0

ηµx

x
= 1

lim
x→0

συνx − 1

x
=

= 0

(αʹ) lim
x→0

ηµ(2022x)
ηµ(2023x)

(ϐʹ) lim
x→0

x

εφx

(γʹ) lim
x→0

ηµx√
x + 9− 3

(δʹ) lim
x→0

(
σφx− 1

ηµx

)

(εʹ) lim
x→0

1− συν2x
x2

(ϛʹ) lim
x→0

x2ηµ
1

x

(Ϲʹ) lim
x→0

(
ηµx · συν

1

x

)
(ηʹ) lim

x→0

( x2√
x + 1− 1

ηµ
1

x

)

(ϑʹ) lim
x→0

x2 · ηµ
(
1

x

)
ηµx

10. Στο διπλανό σχήµα ϕαίνεται η γραφική
παράσταση µιας συνάρτησης f.
Να ϐρείτε το όριο lim

x→6
f (f(x)).

11. Να ϐρείτε το όριο lim
x→2

3
√
x− 1 + x 3

√
x− 1− 3

x− 2
.

12. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει ότι lim
x→2

f(x)− x

x− 2
= 1, να ϐρείτε τα παρακάτω όρια :

(αʹ) lim
x→2

f(x) (ϐʹ) lim
x→2

xf(x)− 4

x− 2
.

13. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει ότι lim
x→0

f(x)

x
= 2.

Να αποδείξετε ότι lim
x→0

xf(2x)− f(−x)ηµ3x
2x2 − ηµ2x

= 10.

¨ Τα µαθηµατικά είναι η τέχνη να δίνεις το ίδιο όνοµα σε διαφορετικά πράγµατα.¨

Ανρί Πουανκαρέ, 1854-1912, Γάλλος µαθηµατικός.
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