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Θέµα 6ο. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = x2 − x + 1 και η συνάρτηση

g :

[
3

4
,+∞

)
→ R µε τύπο g(x) =

√
4x− 3.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει f(x) ≥ 3

4
.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την συνάρτηση h = gof.

(γʹ) Αν h(x) = |2x− 1|, να υπολογίσετε τα όρια :

i. lim
x→0

h(x)− 1√
x + 1− 1

ii. lim
x→0

ηµ(x)
f(x) + 1

iii. lim
x→ 1

2

(
h(x) · ηµ

(
1

h(x)

))

Λύση.

(αʹ) ΄Εχουµε

f(x) ≥ 3

4
⇔ 4

(
x2 − x + 1

)
≥ 3 ⇔ 4x2 − 4x + 1 ≥ 0 ⇔ (2x− 1)2 ≥ 0,

που ισχύει για κάθε x ∈ R.
(ϐʹ) Οι συναρτήσεις f και g, έχουν πεδία ορισµού:

Df = R και Dg =

[
3

4
,+∞

)
.

Για το πεδίο ορισµού της h = gof, έχουµε:

Dh = Dgof = {x ∈ Df | f(x) ∈ Dg}

= {x ∈ R | f(x) ≥ 3

4
}

= R, αφού από το ερώτηµα (α) ισχύει f(x) ≥ 3

4
, για κάθε x ∈ R.

Για τον τύπο της συνάρτησης h = gof, έχουµε:

h(x) = (gof) (x) = g (f(x)) =
√
4(x2 − x + 1)− 3

=
√
4x2 − 4x + 1

=
√
(2x− 1)2

= |2x− 1|.
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(γʹ) i. Αφού lim
x→0

(2x− 1) = −1 < 0, τότε 2x− 1 < 0 κοντά στο 0, άρα

|2x− 1| = −2x + 1, κοντά στο 0.
Οπότε,

lim
x→0

h(x)− 1√
x + 1− 1

= lim
x→0

−2x + 1− 1√
x + 1− 1

= −2 lim
x→0

x
(√

x + 1 + 1
)(√

x + 1− 1
) (√

x + 1 + 1
)

= −2 lim
x→0

x
(√

x + 1 + 1
)

x + 1− 1

= −2 lim
x→0

(√
x + 1 + 1

)
= −4.

ii.

lim
x→0

ηµ(x)
f(x) + 1

= lim
x→0

ηµ(x)
x2 − x + 2

=
0

2
= 0.

iii. ΄Εστω h(x) = u, κοντά στο
1

2
.

Οπότε, lim
x→ 1

2

u = lim
x→ 1

2

h(x) = 0.

΄Αρα,

lim
x→ 1

2

(
h(x) · ηµ

(
1

h(x)

))
= lim

u→0
u · ηµ

(
1

u

)
= 0.
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