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Ορισµός

∆ιάνυσµα

είναι ένα προ-
σανατολισµένο
ευθύγραµµο
τµήµα, δηλαδή
ένα ευθύγραµ-
µο τµήµα του
οποίου τα άκρα
ϑεωρούνται
διατεταγµένα.

Ορισµός

Μηδενικό

διάνυσµα
λέγεται το
διάνυσµα του
οποίου η αρχή
και το πέρας
συµπίπτουν.

Συντεταγµένες ∆ιανύσµατος

Αν δίνονται τα σηµεία A(x1, y1) και B (x2, y2), τότε

−→
AB =

−→
OB−

−→
OA = (x2 − x1, y2 − y1) .

Γραµµικός Συνδυασµός ∆ιανυσµάτων

−→u = κ−→α + λ
−→
β , όπου κ, λ ∈ R.

Αν −→α = (x1, y1) και
−→
β = (x2, y2) τότε −→u = (κx1 + λx2, κy1 + λy2).

Ορισµός

Μοναδιαίο

διάνυσµα
λέγεται το
διάνυσµα το
οποίο έχει
µέτρο ένα.

Ορισµός

Μέτρο ενός
διανύσµατος
ονοµάζεται
το µήκος του
ευθύγραµµου
τµήµατος που
ορίζουν τα άκρα
του.

Μέσο Ευθύγραµµου Τµήµατος

΄Εστω M το µέσο του ευθύγραµµου τµήµατος AB. Τότε :

• αν O σηµείο αναφοράς,

−−→
OM =

−→
OA+

−→
OB

2

• αν A(x1, y1) και B (x2, y2),

M
(x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
.

Μέτρο ∆ιανύσµατος

Αν −→α = (x, y) τότε |−→α | =
√

x2 + y2.

Απόσταση ∆ύο Σηµείων

Αν A(x1, y1) και B (x2, y2), τότε (AB) =
√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2.

Τριγωνική Ανισότητα∣∣∣|−→α | −
∣∣∣−→β ∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣−→α +

−→
β
∣∣∣ ≤ |−→α |+

∣∣∣−→β ∣∣∣ .
Συντελεστής ∆ιεύθυνσης ∆ιανύσµατος

Αν −→α =
−→
OA = (x, y) και θ η γωνία που διαγράφει ο άξονας x′x όταν στραφεί κατά τη ϑετική ϕορά

γύρω από το σηµείο O µέχρι να συµπέσει µε την ηµιευθεία OA, τότε

λ−→α =
y

x
= εφθ, x ̸= 0.
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Εσωτερικό Γινόµενο

• −→α ·
−→
β = |−→α |

∣∣∣−→β ∣∣∣ συν
(
−̂→α ,

−→
β

)
• −→α ·

−→
β = x1x2 + y1y2(

αν −→α = (x1, y1) ,
−→
β = (x2, y2)

)
• −→α 2 = |−→α |2

• −→α ·
(−→
β +−→γ

)
= −→α ·

−→
β +−→α · −→γ

•
∣∣∣−→α ·

−→
β
∣∣∣ ≤ |−→α |

∣∣∣−→β ∣∣∣
•

(−→α ·
−→
β
)2

≤ −→α 2−→β 2

• −→α ·
(
λ
−→
β
)
= (λ−→α ) ·

−→
β = λ

(−→α ·
−→
β
)

Ορισµός

΄Ισα λέγονται
δύο διανύσµατα
που έχουν ίδια
κατεύθυνση και
ίσα µέτρα.

΄Ισα ∆ιανύσµατα

Για µη µηδενικά διανύσµατα έχουµε: −→α =
−→
β ⇔


−→α ↑↑

−→
β

και
|−→α | = |

−→
β |

ή αν −→α = (x1, y1) και
−→
β = (x2, y2) τότε : −→α =

−→
β ⇔


x1 = x2

και
y1 = y2

Ορισµός

Αντίθετα

λέγονται δύο
διανύσµατα
που έχουν
αντίθετη
κατεύθυνση και
ίσα µέτρα.

Αντίθετα ∆ιανύσµατα

Για µη µηδενικά διανύσµατα έχουµε: −→α = −
−→
β ⇔


−→α ↑↓

−→
β

και
|−→α | = |

−→
β |

ή αν −→α = (x1, y1) και
−→
β = (x2, y2) τότε : −→α = −

−→
β ⇔


x1 = −x2

και
y1 = −y2

Ορισµός

Παράλληλα ή

συγγραµµικά

λέγονται τα
µη µηδενικά
διανύσµατα
που έχουν τον
ίδιο ϕορέα ή
παράλληλους
ϕορείς (ίδια
διεύθυνση).

Ορισµός

Οµόρροπα

λέγονται τα
διανύσµατα
που έχουν ίδια
διεύθυνση και
ίδια ϕορά (ίδια
κατεύθυνση).

Ορισµός

Αντίρροπα

λέγονται τα
διανύσµατα
που έχουν
ίδια διεύθυνση
και αντίθετη
ϕορά (αντίθετη
κατεύθυνση).

Παραλληλία (Οµόρροπα-Αντίρροπα)

Αν −→α = (x1, y1) ̸=
−→
0 και

−→
β = (x2, y2) ̸=

−→
0 ,

• −→α ↑↑
−→
β ⇔ −→α = λ

−→
β , λ > 0.

• −→α ↑↓
−→
β ⇔ −→α = λ

−→
β , λ < 0.

• −→α ∥x′x ⇔ y1 = 0.
• −→α ∥y′y ⇔ x1 = 0.

• −→α ↑↑
−→
β ⇔

∣∣∣−→α +
−→
β
∣∣∣ = |−→α |+

∣∣∣−→β ∣∣∣ .
• −→α ↑↑

−→
β ⇔ −→α ·

−→
β = |−→α |

∣∣∣−→β ∣∣∣.

• −→α ↑↓
−→
β ⇔

∣∣∣|−→α | −
∣∣∣−→β ∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣−→α +

−→
β
∣∣∣.

• −→α ↑↓
−→
β ⇔ −→α ·

−→
β = − |−→α |

∣∣∣−→β ∣∣∣.
• Αν −→α ,

−→
β ̸∥ y′y τότε −→α ∥

−→
β ⇔ λ1 = λ2,

όπου λ1, λ2 οι συντελεστές διεύθυνσης των −→α
και

−→
β αντίστοιχα.

• −→α ∥
−→
β ⇔ det

(−→α ,
−→
β
)
= 0 ⇔

∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ = 0 ⇔ x1y2 − x2y1 = 0.

Καθετότητα

Αν −→α = (x1, y1) και
−→
β = (x2, y2) µε συντελεστές διεύθυνσης λ1 και λ2 αντίστοιχα, τότε :

• −→α⊥
−→
β ⇔ −→α ·

−→
β = 0. • −→α⊥

−→
β ⇔ λ1λ2 = −1.

Συνηµίτονο Γωνίας ∆ύο ∆ιανυσµάτων

Αν −→α ,
−→
β ̸= −→

0 , τότε συν
(
−̂→α ,

−→
β

)
=

−→α ·
−→
β

|−→α |
∣∣∣−→β ∣∣∣ .

Νικόλαος ∆. Κατσίπης
www.nikolaoskatsipis.gr

2 Σχ. ΄Ετος 2023-2024


