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Το Θέµα της Εβδοµάδας
Συνέχεια Συνάρτησης

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Θέµα 10ο. ∆ίνεται η συνάρτηση g(x) = ex + ln(x + 1).

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης g.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (−1,+∞) τέτοιο ώστε

ex0 = ln
1

x0 + 1
.

(γʹ) Αν α ∈ (−1, x0) και β ∈ (x0,+∞), όπου x0 ο πραγµατικός αριθµός που
αναφέρεται στο προηγούµενο ερώτηµα, να αποδείξετε ότι η εξίσωση

g(α)

1− x
+

g(β)

x− 2
= 0,

έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο (1, 2).

(δʹ) Να ϐρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f : (−1,+∞) → R, οι οποίες ικανο-
ποιούν τη σχέση

f2(x) = g2(x), για κάθε x ∈ (−1,+∞).

Λύση.

(αʹ) Dg = (−1,+∞).
Για οποιαδήποτε x1, x2 ∈ (−1,+∞), µε x1 < x2, έχουµε{

x1 + 1 < x2 + 1
ex1 < ex2 , αφού ex ↑ R ⇒

{
ln(x1 + 1) < ln(x2 + 1), αφού ln x ↑ (0,+∞)
ex1 < ex2

⇒ ex1 + ln(x1 + 1) < ex2 + ln(x2 + 1)

⇒ g(x1) < g(x2).

Οπότε, η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα στο (−1,+∞).
Επίσης, η συνάρτηση g είναι συνεχής συνάρτηση στο (−1,+∞) ως πράξεις
συνεχών συναρτήσεων. Το σύνολο τιµών της είναι

g ((−1,+∞)) =

(
lim

x→−1+
g(x), lim

x→+∞
g(x)

)
= (−∞,+∞) = R,

αφού

· lim
x→−1+

(ex + ln(x + 1)) = −∞, διότι lim
x→−1+

(ex) =
1

e
και

lim
x→−1+

(ln(x + 1)) =
x+1=u

lim
u→0+

ln u = −∞
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· lim
x→+∞

(ex + ln(x + 1)) = +∞, διότι lim
x→+∞

(ex) = +∞ και

lim
x→+∞

(ln(x + 1)) =
x+1=u

lim
u→+∞

ln u = +∞.

(ϐʹ) Αν x0 > −1, τότε :

ex0 = ln

(
1

x0 + 1

)
⇔ ex0 = ln 1− ln(x0 + 1)

⇔ ex0 = − ln(x0 + 1)

⇔ ex0 + ln(x0 + 1) = 0.

Οπότε, αρκεί να αποδείξουµε ότι η εξίσωση g(x) = 0 έχει µοναδική λύση στο
διάστηµα (−1,+∞).
Επειδή 0 ∈ g ((−1,+∞)) και η συνάρτηση g είναι συνεχής και γνησίως
αύξουσα στο (−1,+∞), τότε υπάρχει µοναδικό x0 ∈ (−1,+∞) τέτοιο ώστε
g(x0) = 0.

(γʹ) Η εξίσωση
g(α)

1− x
+

g(β)

x− 2
= 0, στο ανοικτό διάστηµα (1, 2) είναι ισοδύναµη,

δηλαδή έχει τις ίδιες ϱίζες, µε την εξίσωση

(1− x)(x− 2)

(
g(α)

1− x
+

g(β)

x− 2

)
= 0 ⇔ (x− 2)g(α) + (1− x)g(β) = 0.

΄Εστω h(x) = (x− 2)g(α) + (1− x)g(β), x ∈ [1, 2].
Η συνάρτηση h είναι συνεχής στο [1, 2] ως πολυωνυµική και
h(1) = −g(α) > 0,
αφού −1 < α < x0 ⇒ g(α) < g(x0) ⇒ g(α) < 0, διότι g ↑ (−1,+∞),
h(2) = −g(β) < 0,
αφού x0 < β ⇒ g(x0) < g(β) ⇒ 0 < g(β), διότι g ↑ (−1,+∞).
Οπότε, h(1) · h(2) < 0.

Οπότε, από το ϑεώρηµα του Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (1, 2)
τέτοιο, ώστε

h(x0) = 0.

΄Αρα, η εξίσωση (x − 2)g(α) + (1 − x)g(β) = 0, έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο

(1, 2). Εποµένως και η εξίσωση
g(α)

1− x
+

g(β)

x− 2
= 0, που είναι ισοδύναµη µε

την παραπάνω, έχει µια τουλάχιστον ϱίζα στο (1, 2).

(δʹ) Για x > −1, έχουµε

f(x) = 0 ⇔ f2(x) = 0 ⇔ g2(x) = 0 ⇔ g(x) = 0 ⇔ x = x0.

(x0 η µοναδική ϱίζα της g στο (−1,+∞), του ερωτήµατος (ϐ΄) )
Οπότε, η f ως συνεχής συνάρτηση διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα δια-
στήµατα (−1, x0) και (x0,+∞).

Επίσης,

f2(x) = g2(x) ⇔
√

f2(x) =
√
g2(x) ⇔ |f(x)| = |g(x)|, για κάθε x > −1.

Οπότε :

• Αν x ∈ (−1, x0):
– αν f(x) > 0, τότε f(x) = |g(x)| = −g(x), αφού g(x) < 0, στο (−1, x0).
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– αν f(x) < 0, τότε −f(x) = |g(x)| = −g(x), αφού g(x) < 0, στο (−1, x0),
δηλαδή f(x) = g(x).

• Αν x ∈ (x0,+∞):
– αν f(x) > 0, τότε f(x) = |g(x)| = g(x), αφού g(x) > 0, στο (x0,+∞).
– αν f(x) < 0, τότε −f(x) = |g(x)| = g(x), αφού g(x) > 0, στο (x0,+∞),

δηλαδή f(x) = −g(x).

΄Αρα, έχουµε 4 συνεχείς συναρτήσεις :

f(x) =


−g(x) , αν x ∈ (−1, x0)
g(x) , αν x ∈ (x0,+∞)
0 , αν x = x0

= |g(x)| = |ex + ln(x + 1)|, x ∈ (−1,+∞)

ή

f(x) =


−g(x) , αν x ∈ (−1, x0)
−g(x) , αν x ∈ (x0,+∞)
0 , αν x = x0

= −g(x) = −ex − ln(x + 1), x ∈ (−1,+∞)

ή

f(x) =


g(x) , αν x ∈ (−1, x0)
−g(x) , αν x ∈ (x0,+∞)
0 , αν x = x0

= −|g(x)| = −|ex + ln(x + 1)|, x ∈ (−1,+∞)

ή

f(x) =


g(x) , αν x ∈ (−1, x0)
g(x) , αν x ∈ (x0,+∞)
0 , αν x = x0

= g(x) = ex + ln(x + 1), x ∈ (−1,+∞).
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