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1. Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµες στο x0 = 0, οι παρακάτω συναρτήσεις :

Σηµείωση

Η f είναι
παραγωγίσιµη
σε ένα σηµείο
x0 του πεδίου
ορισµού της
αν και µόνο αν
υπάρχει το όριο

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
και είναι πραγ-
µατικός
αριθµός.

(αʹ) f(x) = |x|ηµx

(ϐʹ) g(x) = x2 − |x|+ 1
(γʹ) f(x) =

{
x2ηµ

1

x
, αν x ̸= 0

0, αν x = 0
.

2. ∆ίνεται συνάρτηση f ορισµένη στο R για την οποία ισχύει ότι

lim
x→3

f(x)√
x2 − 5− 2

= 2.

Αν η f είναι συνεχής στο x0 = 3, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(3) = 0 (ϐʹ) f ′(3) = 3.

3. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R → R η οποία για κάθε x ∈ R ικανοποιεί τη σχέση

2xηµx ≤ xf(x) ≤ ηµ2x + x2.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(0) = 0 (ϐʹ) f ′(0) = 2.

4. ∆ίνεται η συνάρτηση

Θεώρηµα σελ.99

Αν µια συνάρτη-
ση είναι παρα-
γωγίσιµη σε ένα
σηµείο x0 του
πεδίου ορισµο-
ύ της, τότε είναι
και συνεχής σε
αυτό.

Σηµείωση

Αν µια συνάρ-
τηση f δεν ε-
ίναι συνεχής σε
ένα σηµείο x0
του πεδίου ορι-
σµού της, τότε
δεν είναι παρα-
γωγίσιµη σε αυ-
τό.

f(x) =

{
x3 − x + α2, x < 1
2α

√
x, x ≥ 1

.

Να ϐρείτε τις τιµές του πραγµατικού αριθµού α για τις οποίες η συνάρτηση είναι :

(αʹ) συνεχής στο x0 = 1 (ϐʹ) παραγωγίσιµη στο x0 = 1.

5. Να ϐρείτε τις τιµές των πραγµατικών αριθµών α, β για τις οποίες η συνάρτηση f(x) ={
αx + β, x < −1
x2 − x + 1, x ≥ −1

είναι παραγωγίσιµη στο x0 = −1.

6. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης f(x) = x4 + x,
x ∈ R, η οποία είναι :
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(αʹ) παράλληλη στην ϵ : y = x + 2, (ϐʹ) κάθετη στην η : x + 5y = 0.

Σηµείωση

΄Οταν η συνάρ-
τηση f είναι
παραγωγίσιµη
στο x0, τότε
η εφαπτοµένη
της γραφικής
παράστασης
της συνάρτησης
f στο σηµείο
A(x0, f(x0))
είναι η ευθεία
µε εξίσωση
y − f(x0)

= f
′
(x0)(x − x0).

7. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =


x

x + 1
, x > 1

x2 + 1, x ≤ 1

(αʹ) Να ϐρείτε την συνάρτηση f ′.

(ϐʹ) Να ϐρείτε τα σηµεία της γραφικής παράστασης της f στα οποία η εφαπτοµένη

είναι παράλληλη προς την ευθεία y = −1

4
x + 2020.

8. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης
f(x) = xex + x, x ∈ R, η οποία σχηµατίζει µε τον άξονα x′x γωνία ω =

π

4
.

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln x, x > 0.

(αʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο
σηµείο της A(1, 0).

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f η
οποία διέρχεται από το σηµείο O(0, 0).

(γʹ) Να ϐρείτε τα όρια :

i. lim
x→1

ln x

x− 1
ii. lim

x→e

ln x− 1

x− e
.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 − x, x ∈ R και η ευθεία (ϵ) µε εξίσωση y = 2x− 2.
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η ευθεία (ϵ) έχει ακριβώς δύο κοινά σηµεία µε τη Cf ,

Σηµείωση

Η ευθεία ϵ :
y = λx + β
εφάπτεται της
Cf στο κοινό
τους σηµείο
A(x0, y0) αν
f′(x0) = λ.

(ϐʹ) η ευθεία (ϵ) εφάπτεται στη Cf σε ένα από τα παραπάνω σηµεία.

11.

Σηµείωση

Η ευθεία
ϵ : y =
αx + β είναι
εφαπτοµένη της
Cf αν υπάρχει
x0 ∈ Df
τέτοιο, ώστε :
f(x0) = αx0 + β
και
f
′
(x0) = α.

Να εξετάσετε αν η ευθεία ϵ : y = 5x − 10 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της
συνάρτησης f(x) = x3 − 7x + 6.

12.

Σηµείωση

Cf εφάπτεται
του x′x αν
και µόνο
αν υπάρχει
x0 ∈ Df
τέτοιο, ώστε
f(x0) = 0 και
f′(x0) = 0.

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = (x − 2) ln(x − 1), x > 1. Να αποδείξετε ότι η Cf

εφάπτεται στον άξονα x′x.

13. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης
f(x) = ex, x ∈ R στα οποία οι εφαπτοµένες ευθείες να είναι µεταξύ τους παράλληλες.

14. ∆ίνονται οι συναρτήσεις : f(x) = x2 + 6 και g(x) = −x2 + 4x + 2, x ∈ R.
Να ϐρείτε τις κοινές εφαπτοµένες των Cf και Cg.

15. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + x, x ∈ R. Να αποδείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ (−1, 2)
τέτοιο, ώστε η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της M(x0, f(x0)) να διέρχεται από το
σηµείο A(1, 0).

¨Τα Μαθηµατικά, περισσότερο από οποιαδήποτε άλλη τέχνη ή επιστήµη, είναι ένα παιχνίδι

για νεαρή ηλικία¨

Hardy, Godfrey Harold , 1877− 1947, ΄Αγγλος µαθηµατικός.
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