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Εφαπτοµένη της Cf

Καθηγητής : Νικόλαος ∆. Κατσίπης

Θέµα 12ο. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R µε τύπο

f(x) =


αx2 + βx, αν x ≤ 1

3− 2
√
x, αν x > 1

όπου α, β πραγµατικοί αριθµοί.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = −2 και β = 3.

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης (ϵ) της Cf στο σηµείο A(1, f(1)).

(γʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης (η) της Cf , η οποία είναι κάθετη στην
εφαπτοµένη (ϵ).

Λύση.

(αʹ) Αφού η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, τότε είναι και συνεχής στο R,
άρα είναι συνεχής στο x0 = 1. Οπότε, ισχύει

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) = f(1) ⇔ α+ β = 1 ⇔ β = 1− α.

Οπότε,

f(x) =


αx2 + (1− α)x, αν x ≤ 1

3− 2
√
x, αν x > 1

Επειδή η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 1, τότε

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1

⇔ lim
x→1−

αx2 + (1− α)x− [α+ (1− α)]

x− 1
= lim

x→1+

3− 2
√
x− [α+ (1− α)]

x− 1

⇔ lim
x→1−

αx2 + x− αx− 1

x− 1
= lim

x→1+

2− 2
√
x

x− 1

⇔ lim
x→1−

(x− 1)(αx + 1)

x− 1
= lim

x→1+

2(1−
√
x)(1 +

√
x)

(x− 1)(1 +
√
x)

⇔ lim
x→1−

(αx + 1) = lim
x→1+

2(1− x)

−(1− x)(1 +
√
x)

⇔α+ 1 = −1 ⇔ α = −2.

Επίσης, β = 1− α = 3.
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(ϐʹ) Για α = −2 και β = 3, είναι

f(x) =


−2x2 + 3x, αν x ≤ 1

3− 2
√
x, αν x > 1

.

Επίσης,

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

−2x2 + 3x− 1

x− 1

0
0= lim

x→1

−2(x− 1)(x + 1
2)

x− 1
= lim

x→1
(−2x + 1) = −1

και

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1

3− 2
√
x− 1

x− 1

0
0= lim

x→1

2(1−
√
x)(1 +

√
x)

(x− 1)(1 +
√
x)

= lim
x→1

2(1− x)

−(1− x)(1 +
√
x)

=
2

−(1 +
√
1)

= −1.

Οπότε, η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x = 1, µε f ′(1) = −1.

΄Αρα, η εξίσωση της εφαπτοµένης (ϵ) της Cf στο σηµείο της A(1, f(1)), είναι

y − f(1) = f ′(1)(x− 1) ⇔ y = −x + 2.

(γʹ) ΄Εχουµε ότι

f ′(x) =


−4x + 3, αν x ≤ 1

−1√
x
, αν x > 1

.

΄Εστω B(x0, f(x0) το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης (η) της Cf , η οποία είναι
κάθετη στην ευθεία (ϵ).

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας (ϵ) είναι λϵ = −1 και της ευθείας (η) είναι
λη = f ′(x0).

Οπότε,
ϵ ⊥ η ⇔ λϵ · λη = −1 ⇔ f ′(x0) = 1.

΄Αρα,

• αν x0 ≤ 1, τότε

f ′(x0) = 1 ⇔ −4x0 + 3 = 1 ⇔ x0 =
1

2

• αν x0 > 1, τότε

f ′(x0) = 1 ⇔ −1
√
x0

= 1 ⇔
√
x0 = −1, αδύνατη.

΄Αρα, B
(
1

2
, f

(
1

2

))
και η ευθεία (η) έχει εξίσωση

y − f

(
1

2

)
= f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
⇔ y = x +

1

2
.
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