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Θέµα 14ο. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R → R µε τύπο f(x) = x3.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι από το σηµείο N(−2, f(−2)) διέρχονται δύο ακριβώς εφα-
πτοµένες της γραφικής παράστασης της f και να ϐρείτε τις εξισώσεις τους.

(ϐʹ) ΄Εστω (ϵ) : y = 3x − 2 η µία από τις δύο εφαπτοµένες του ερωτήµατος (α΄).
΄Εστω ακόµα (ζ) ευθεία η οποία είναι παράλληλη στην (ϵ) και διέρχεται από
το σηµείο M(0, α) µε −2 < α < 2. Να αποδείξετε ότι ανάµεσα στις ευθείες
x = −1 και x = 1 υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο τοµής της (ζ) µε τη
γραφική παράσταση της f.

(γʹ) ΄Ενα υλικό σηµείο M
(
x, x3

)
κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = x3 µε

ϱυθµό µεταβολής της τετµηµένης του x′(t) > 0. Το σηµείο M ξεκινά από το
σηµείο N(−2,−8) και καταλήγει στην αρχή των αξόνων O. Σε ποιο σηµείο της
καµπύλης ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου M είναι τριπλάσιος
του ϱυθµού µεταβολής της τεταγµένης του ;

Λύση.

(αʹ) Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R µε f ′(x) = 3x2.

Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f δινεται από την
εξίσωση

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) ⇔ y − x30 = 3x20(x− x0)

⇔ y = 3x20x− 2x30

Επειδή διέρχεται από το σηµείο N(−2, f(−2)), τότε

f(−2) = 3x20 · (−2)− 2x30 ⇔ −8 = −6x20 − 2x30 ⇔ 2x30 + 6x20 − 8 = 0

⇔ x30 + 3x20 − 4 = 0

⇔ (x0 − 1)(x0 + 2)2 = 0

⇔ x0 = 1 ή x0 = −2.

Επίσης, f ′(1) = 3 και f ′(−2) = 12. Οπότε, οι Ϲητούµενες εφαπτοµένες της Cf ,
έχουν εξισώσεις :

y − 1 = 3(x− 1) ⇔ y = 3x− 2 και y + 8 = 12(x + 2) ⇔ y = 12x + 16.

(ϐʹ) Η ευθεία (ζ) που είναι παράλληλη στην ευθεία (ϵ) : y = 3x − 2 και διέρχεται
από το σηµείο M(0, α) έχει εξίσωση:

(ζ) : y = 3x + α, α ∈ (−2, 2).
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Θα αποδείξουµε ότι η εξίσωση f(x) = x3 − 3x − α, α ∈ (−2, 2) έχει µια
τουλάχιστον λύση στο διάστηµα (−1, 1).

΄Εστω η συνάρτηση g(x) = x3 − 3x− α, x ∈ [−1, 1] και α ∈ (−2, 2). ΄Εχουµε:
η συνάρτηση g είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [−1, 1] ως πολυωνυµική,
g(−1) = −1 + 3− α = 2− α > 0

g(1) = 1− 3− α = −2− α < 0

άρα g(−1) · g(1) < 0.

Οπότε, από το ϑεώρηµα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (−1, 1) τέτοιο,
ώστε

g(x0) = 0 ⇔ f(x0) = 3x0 + α.

(γʹ) Από την υπόθεση έχουµε x(t) ∈ (−2, 0) και x′(t) > 0.

΄Εστω t0 η χρονική στιγµή που ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του σηµείου
M είναι τριπλάσιος του ϱυθµού µεταβολής της τεταγµένης του. Οπότε, έχουµε

x′(t0) = 3y′(t0) ⇔ x′(t0) = 3 · 3 · x2(t0) · x′(t0)
⇔

x′(t0)>0
1 = 9x2(t0)

⇔ x2(t0) =
1

9

⇔ x(t0) =
1

3
ή x(t0) = −1

3
.

΄Οµως, x(t) ∈ (−2, 0). ΄Αρα, δεκτή τιµή είναι x(t0) = −1

3
.

Οπότε, y(t0) =
(
−1

3

)3

= − 1

27
.

΄Αρα, το Ϲητούµενο σηµείο στο οποίο ο ϱυθµός µεταβολής της τετµηµένης του
σηµείου M είναι τριπλάσιος του ϱυθµού µεταβολής της τεταγµένης του είναι

το σηµείο µε συντεταγµένες
(
−1

3
,− 1

27

)
.
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