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Θέµα 16ο. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν:

• f(−1) = −1 και f(1) = 1,

• f ′(x) =
1

1 + ηµ2x
, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι :

i. |f ′(x)| ≤ 1, για κάθε x ∈ R,

ii. f(0) = 0,
(υπόδειξη : εφαρµόστε το Θ.Μ.Τ για την f σε δύο κατάλληλα διαστήµατα)

iii. |f(β)− f(α)| ≤ |β − α|, για κάθε α, β ∈ R.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το όριο

lim
x→+∞

f(x + 1)− f(x)

x
.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η γραφική
παράσταση της συνάρτησης g(x) = x3 + x, x ∈ R, έχουν µοναδική κοινή
εφαπτοµένη, της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.
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