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Θέµα 16ο. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύουν:

• f(−1) = −1 και f(1) = 1,

• f ′(x) =
1

1 + ηµ2x
, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι :

i. |f ′(x)| ≤ 1, για κάθε x ∈ R,

ii. f(0) = 0,
(υπόδειξη : εφαρµόστε το Θ.Μ.Τ για την f σε δύο κατάλληλα διαστήµατα)

iii. |f(β)− f(α)| ≤ |β − α|, για κάθε α, β ∈ R.

(ϐʹ) Να ϐρείτε το όριο

lim
x→+∞

f(x + 1)− f(x)

x
.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης f και η γραφική
παράσταση της συνάρτησης g(x) = x3 + x, x ∈ R, έχουν µοναδική κοινή
εφαπτοµένη, της οποίας να ϐρείτε την εξίσωση.

Λύση.

(αʹ) i. Είναι f ′(x) > 0, αφού 1 + ηµ2x ≥ 0, για κάθε x ∈ R.
΄Αρα, αρκεί να δείξουµε ότι f ′(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ R.
΄Εχουµε:

f ′(x) ≤ 1 ⇔ 1 + ηµ2x ≥ 1 ⇔ ηµ2x ≥ 0,

που ισχύει για κάθε x ∈ R (και η ισότητα ισχύει για x = κπ, κ ∈ Z).
ii. Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θωρήµατος Μέσης Τιµής στο

διάστηµα [−1, 0], αφού είναι συνεχής στο [−1, 0] και παραγωγίσιµη στο
(−1, 0).
Εποµένως, υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∈ (−1, 0), τέτοιο, ώστε

f ′(ξ1) =
f(0)− f(−1)

0− (−1)
= f(0) + 1.
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Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θωρήµατος Μέσης Τιµής στο
διάστηµα [0, 1], αφού είναι συνεχής στο [0, 1] και παραγωγίσιµη στο (0, 1).
Εποµένως, υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ2 ∈ (0, 1), τέτοιο, ώστε

f ′(ξ2) =
f(1)− f(0)

1− 0
= 1− f(0).

Επειδή f ′(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ (−1, 1) ⊆ R, ϑα ισχύει

f ′(ξ1) ≤ 1 και f ′(ξ2) ≤ 1.

Οπότε,
f(0) + 1 ≤ 1 και 1− f(0) ≤ 1,

δηλαδή,
f(0) ≤ 0 και f(0) ≥ 0.

΄Αρα, f(0) = 0.

iii. Για α = β, ισχύει η ισότητα.
Για α ̸= β, για παράδειγµα α < β, ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεω-
ϱήµατος Μέσης Τιµής στο [α, β]. ΄Αρα, υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε

f ′(ξ) =
f(β)− f(α)

β − α
. Οπότε,∣∣∣∣ f(β)− f(α)

β − α

∣∣∣∣ = |f ′(ξ)| ≤ 1,

δηλαδή
|f(β)− f(α)| ≤ |β − α|.

(ϐʹ) Για α = x και β = x + 1, µε x ∈ (0,+∞), από το (α΄)-iii, έχουµε:

|f(x + 1)− f(x)| ≤ |x + 1− x| ⇔ |f(x + 1)− f(x)| ≤ 1

⇔ −1 ≤ f(x + 1)− f(x) ≤ 1

⇔ −1

x
≤ f(x + 1)− f(x)

x
≤ 1

x
.

Επειδή lim x → +∞1

x
= 0 = lim

x→+∞

(
−1

x

)
= 0, σύµφωνα µε το κριτήριο της

παρεµβολής έχουµε ότι :

lim
x→+∞

f(x + 1)− f(x)

x
= 0.

(γʹ) ΄Εχουµε g′(x) = 3x2 + 1 ≥ 1, για κάθε x ∈ R, µε την ισότητα να ιχύει µόνο αν
x = 0.
∆ηλαδή, αν x ̸= 0, τότε g′(x) > 1.
Επίσης, f ′(x) ≤ 1, για κάθε x ∈ R, µε την ισότητα να ισχύει για x = κπ, κ ∈ Z.
Αν οι Cf και Cg έχουν κοινή εφαπτοµένη, τότε ϑα υπάρχουν x,x2 ∈ R, τέτοια,
ώστε f ′(x1) = g′(x2) = 1.

΄Αρα, x2 = 0.
Η εφαπτοµένη της ð στο x = 0, είναι y− g(0) = g′(0)(x− 0) ⇔ y = x, η οποία
εφάπτεται και στην Cf στο x = 0 αφού f(0) = 0 = g(0) και f ′(0) = 1 = g′(0).
Οπότε, η ευθεία y = x είναι η µοναδική κοινή εφαπτοµένη των Cf και Cg.
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