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1. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης

Ορισµός

΄Εστω µια
συνάρτηση
f : A → R και
x0 ∈ A. Τότε :
Η f παρουσιάζει
τοπικό µέγι-

στο στο x0 όταν
υπάρχει δ > 0
τέτοιο, ώστε
f(x) ≤ f(x0),
για κάθε x ∈
(x0 − δ, x0 + δ).
Η f παρουσι-
άζει τοπικό

ελάχιστο

στο x0 όταν
υπάρχει δ > 0
τέτοιο, ώστε
f(x) ≥ f(x0),
για κάθε x ∈
(x0 − δ, x0 + δ).

f(x) =

{
−x2 + 1 αν x ≤ 0
(x− 1)2 αν x > 0

και να ϐρείτε τα τοπικά ακρότατα της.

2. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
΄Ενα τοπικό µέγιστο µιας συνάρτησης µπορεί να είναι µικρότερο από ένα τοπικό της

ελάχιστο.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν είναι
αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

3. Θεωρείστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
Το µικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα µιας συνάρτησης είναι κατά ανάγκη ολικό

ελάχιστο αυτής.

(αʹ) Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισµό γράφοντας το γράµµα Α, αν είναι
αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

(ϐʹ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα (α΄).

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x3 − 3x2 + 6αx + β, όπου x ∈ R και α, β ∈ R. Η
συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σηµείο x0 = −2 και είναι f(−2) = 98.

Θ. Fermat

΄Εστω µια συ-
νάρτηση f ορι-
σµένη σε ένα δι-
άστηµα ∆.
΄Αν :
η f παρουσιάζει
τοπικό ή ολι-
κό ακρότατο στο
x0
το x0 είναι ε-
σωτερικό σηµε-
ίο του ∆ και
η f είναι πα-
ϱαγωγίσιµη στο
x0,
τότε είναι :
f′(x0) = 0.

Να ϐρείτε τις τιµές των α και β.

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R τέτοια ώστε :

f(0) = 1 και f(x) ≤ e−x, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι f ′(0) = −1.

6. Αν 0 < α ̸= 1 και ισχύει αx ≥ x + 1, για κάθε x ∈ R, να αποδείξετε ότι α = e.

7. ΄Εστω f : R → R, η οποία είναι παραγωγίσιµη και τέτοια, ώστε

f(f(x)) = x + 10, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ακρότατα.
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8. (αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f(x) = ln x +
1

x
, x > 0, ως προς την µονοτονία

και τα ακρότατα.

Κριτήριο

Αν η f′ αλλάζει
πρόσηµο
εκατέρωθεν
του x0 και η f
είναι συνεχής
στο x0, τότε η f
παρουσιάζει το-

πικό ακρότατο

στο x0.
Αν η f′ διατηρεί
πρόσησµο στο
(α, x0) ∪
(x0, β), τότε
το f(x0) δεν

είναι τοπικό

ακρότατο

της f και η f
είναι γνησίως

µονότονη στο
(α, β).

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = ex ln x είναι γνησίως αύξουσα στο
(0,+∞).

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
ln x

x
, x ∈ (0,+∞).

(αʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι eπ > πe.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση

Ορισµός

Κρίσηµα

σηµεία µιας
συνάρτησης
f λέγονται
τα εσωτερικά
σηµεία του
πεδίου ορισµού
της στα οποία
η f′ δεν
ορίζεται ή που
µηδενίζουν την
f′.

f(x) =

{
x2 + 3x −2 ≤ x ≤ 0
x3 − 3x 0 < x ≤ 2

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−2, 2] και να ϐρείτε τα
κρίσιµα σηµεία της.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.

Σηµείωση

Πιθανές

ϑέσεις

τοπικών α-

κροτάτων µιας
συνάρτησης
f είναι τα
κρίσηµα σηµεία
της, καθώς και
τα άκρα του
πεδίου ορισµού
της εφόσον η
f ορίζεται σε
αυτά.

(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f.

11. Να ϐρείτε τα ολικά ακρότατα της συνάρτησης f(x) = x4 − 4x + 1, x ∈ [0, 2].

12. Να ϐρείτε την τιµή του πραγµατικού αριθµού α, ώστε η συνάρτηση

f(x) = 4x3 − 3α2x2 − 6αx− 1, x ∈ R,

να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 = 1.

13. ∆ίνεται το τετράγωνο ABΓ∆ του παρακάτω σχήµατος µε πλευρά 2cm. Αν το τε-
τράγωνο EZHΘ έχει τις κορυφές του στις πλευρές του ABΓ∆:

(αʹ) Να εκφράσετε την πλευρά EZ συ-
ναρτήσει του x.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του
τετραγώνου EZHΘ δίνεται από την
συνάρτηση:

f(x) = 2x2 − 4x + 4, 0 ≤ x ≤ 2.

(γʹ) Να ϐρείτε για ποιες τιµές του x
το εµβαδόν του τετραγώνου EZHΘ
γίνεται ελάχιστο και για ποιες µέγι-
στο.

(δʹ) Να εξετάσετε αν υπάρχει x0 ∈ [0, 2],
για το οποίο το εµβαδόν f(x0) του
αντίστοιχου τετραγώνου EZHΘ ισο-
ύται µε 4ex0 + 1 cm2.

(Θέµα Β, Επαναληπτικές Πανελλαδικές Εξετάσεις 2017)

14. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln x, x ∈ (0, 1). Να ϐρείτε το σηµείο της γραφικής
παράστασης της f, από το οποίο αν ϕέρουµε παράλληλες ευθείες προς τους άξονες,
το σχηµατιζόµενο ορθογώνιο έχει µέγιστο εµβαδόν.

Τα Μαθηµατικά είναι η ϐασίλισσα των επιστηµών.

Gauss, Johann Carl Friedrich, 1777− 1855, Γερµανός µαθηµατικός.
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