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1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 ln x, x > 0.

Σηµείωση

Η συνάρτηση
f είναι κυρτή
ή στρέφει τα
κοίλα άνω στο
∆, αν η f′

είναι γνησίως
αύξουσα στο
εσωτερικό του
∆.
Η συνάρτηση
f είναι κοίλη
ή στρέφει τα
κοίλα κάτω στο
∆, αν η f′

είναι γνησίως
ϕθίνουσα στο
εσωτερικό του
∆.Σηµείωση

΄Εστω συ-
νάρτηση f η
οποία είναι
παραγωγίσιµη
σε ένα διάστηµα
(α, β) µε
εξαίρεση ίσως
ένα σηµείο του
x0. Το σηµείο
A(x0, f(x0))
ονοµάζεται
σηµείο καµπής
της Cf αν
η f είναι κυρτή
στο (α, x0)
και κοίλη στο
(x0, β), ή
αντιστρόφως
και
η Cf έχει
εφαπτοµένη
στο σηµείο
A(x0, f(x0)).

Σηµείωση

Η εφαπτοµένη
της Cf σε κάθε
σηµείο καµπής
της διαπερνά
την Cf .

Σηµείωση

΄Εστω µια
συνάρτηση f
συνεχής στο
διάστηµα ∆ και
παραγωγίσιµη
στο εσωτερικό
του. Ισχύει ότι :
Αν f′′(x) < 0
για κάθε x στο
εσωτερικό του
∆ τότε η f είναι
κοίλη στο ∆.

(αʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα και να ϐρείτε τα σηµεία καµπής.

(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.

(Θέµα 2ο, Πανελλαδικές Εξετάσεις 2004)

2. Στο παρακάτω σχήµα ϕαίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου f ′ µιας συ-
νάρτησης f : [0, 5] → R. Να προσδιορίσετε :

(αʹ) τα διαστήµατα στα οποία η f
είναι γνησίως αύξουσα, γνησίως
ϕθίνουσα και τις ϑέσεις τοπικών α-
κροτάτων της,

(ϐʹ) τα διαστήµατα στα οποία η f
είναι κυρτή, κοίλη και τις ϑέσεις
των σηµείων καµπής της γραφικής
της παράστασης.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση:

f(x) =

{
−x2 + 1, x < 0
x3 + 1, x ≥ 0

.

Να µελετήσετε ως προς την κυρτότητα και τα σηµεία καµπής την παραπάνω συνάρ-
τηση f.

4. Να µελετήσετε ως προς την κυρτότητα τις συναρτήσεις :

(αʹ) ϕ(x) = xe1−x, x ∈ R
(ϐʹ) f(x) = −ex

2
, x ∈ R

(γʹ) g(x) = x− ln(3x), x > 0

(δʹ) h(x) =
√
x2 + 4, x ∈ R.

5. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) =

x

x2 + 1
, x ∈ R.

Να αποδείξετε η γραφική παράσταση της συνάρτησης f έχει τρία σηµεία καµπής
και τα δύο από αυτά είναι συµµετρικά ως προς το τρίτο.
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6.

Σηµείωση

Αν µια συνάρ-
τηση f είναι δύο
ϕορές παραγω-
γίσιµη και το
A(x0, f(x0))
είναι σηµείο
καµπής της
Cf , τότε
f′′(x0) = 0.

Αν το σηµείο A(−1, 4) είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστασης της συνάρ-
τησης f(x) = x3 + αx2 + β, x ∈ R, να ϐρείτε τις τιµές των πραγµατικών αριθµών α
και β.

7. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R η οποία είναι 2 ϕορές παραγωγίσιµη και τέτοια, ώστε :

Σηµείωση

Αν η f είναι
κυρτή (αντίστοι-
χα κοίλη) σε
ένα διάστηµα
∆, τότε η Cf
είναι πάνω
(αντίστοιχα
κάτω) από την
εφαπτοµένη
της σε οποιο-
δήποτε σηµείο
x0 ∈ ∆,
εξαιρουµένου
του σηµείου
επαφής.

lim
x→1

f(x)− 2

x− 1
= 5 και f ′′(x) < 0, για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τις τιµές f(1) και f ′(1).

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι f(x) ≤ 5x− 3, για κάθε x ∈ R.
(γʹ) Να υπολογίσετε τα όρια :

i. lim
x→−∞

f(x) ii. lim
x→1

1

f(x)− 5x + 3

8. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) = ln

(
1 + x

1− x

)
, x ∈ (−1, 1).

(αʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την κυρτότητα και να ϐρείτε τα σηµεία
καµπής της Cf .

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει το όριο

lim
x→0

1

f(x)− 2x
.

9. ∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R. Αν η f είναι κυρτή στο R και παρου-
σιάζει ακρότατο σε κάποιο x0 ∈ R, να αποδείξετε ότι :

(αʹ) το x0 είναι µοναδικό,

(ϐʹ) το f(x0) είναι ολικό ελάχιστο της f.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση
f(x) = x ln x, x > 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f είναι κυρτή στο (0,+∞).

(ϐʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο A(1, f(1)).

(γʹ) Να αποδείξετε ότι

ln x ≥ 1− 1

x
, για κάθε x > 0.

(δʹ) Αν για τους ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς α, β, γ ισχύει η σχέση αβγ = 1,
να αποδείξετε ότι

1

α
+

1

β
+

1

γ
≥ 3.

11. ΄Εστω παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε
κάποιο x0 ∈ R, να αποδείξετε ότι το σηµείο M(x0, f(x0)) δεν µπορεί να είναι σηµείο
καµπής της γραφικής της παράστασης.

¨Τα Μαθηµατικά είναι χωρίς καµιά αµφιβολία η µόνη οικουµενική γλώσσα¨.

Connes, Alain, 1947−, Γάλλος µαθηµατικός.
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