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Αν µια συνάρ-
τηση f είναι
συνεχής στο
[α, β],
παραγωγίσιµη
στο (α, β),
τότε υπάρχει
τουλάχιστον ένα
ξ ∈ (α, β)
τέτοιο, ώστε :
f
′
(ξ) =

f(β) − f(α)

β − α
.

Σηµείωση

Γεωµετρική

Ερµηνεία του
Συµπεράσµατος
του Θ.Μ.Τ.∆.Λ :
Υπάρχει
τουλάχιστον ένα
ξ ∈ (α, β)
τέτοιο ώστε η
εφαπτοµένη της
Cf στο σηµείο
M(ξ, f(ξ))
να είναι
παράλληλη
της ευθείας η
οποία διέρχεται
από τα σηµεία
A(α, f(α))
και
B(β, f(β)).

1. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) =


x2 + αx + β, x ≤ 0

x3 + x + 2, x > 0

(αʹ) Να ϐρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς α και β αν ισχύουν για την f οι υπο-
ϑέσεις του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής στο διάστηµα [−2, 2].

(ϐʹ) Αν α = 1 και β = 2, να προσδιορίσετε τα ξ ∈ (−2, 2) ώστε

f ′(ξ) =
f(2)− f(−2)

4
.

2. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει ότι

f(2) < f(3).

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) υπάρχει ξ ∈ (2, 3) τέτοιο, ώστε

f ′(ξ) > 0,

(ϐʹ) υπάρχει σηµείο M της γραφικής παράστασης της f στο οποίο η εφαπτόµενη
ευθεία σχηµατίζει µε τον άξονα x′x οξεία γωνία.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιµη και τέτοια, ώστε

f ′(x) = ex
2
, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f ′(x) ≥ 1, για κάθε x ∈ R,

(ϐʹ) f(β)− f(α) ≥ β − α, για κάθε α, β ∈ R, µε α ≤ β.

4. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R, για την οποία ισχύει ότι :

f(1) = 1 και |f ′(x)| ≤ 2, για κάθε x ∈ R.

Να αποδείξετε ότι
−7 ≤ f(5) ≤ 9.
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5. ΄Εστω f : R → R συνάρτηση, η οποία είναι παραγωγίσιµη και η f ′ είναι γνησίως
αύξουσα στο R.
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) f(2) + f(3) < f(1) + f(4), (ϐʹ) f(1) + f(3) > 2f(2).

6. ΄Εστω η συνάρτηση
f(x) = ln x, x > 0.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (0,+∞),

(ϐʹ)
1

6
< ln

(
6

5

)
<

1

5
.

7. ΄Εστω f : R → R συνάρτηση, η οποία είναι παραγωγίσιµη και η f ′ είναι γνησίως
ϕθίνουσα στο R.
Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) 2f(x + 1) > f(x) + f(x + 2), για κάθε x ∈ R,

(ϐʹ) f(x) + f(3x) < 2f(2x), για κάθε x > 0.

8. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ)
∣∣ηµ

√
x + 1− ηµ

√
x
∣∣ ≤ ∣∣√x + 1−

√
x
∣∣, για κάθε x > 0,

(ϐʹ) lim
x→+∞

(
ηµ

√
x + 1− ηµ

√
x
)
= 0.

9. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει ότι :

f(α) = β και f(β) = α, µε α < β,

να αποδείξετε ότι :

(αʹ) υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο, ώστε

f(x0) = x0,

(ϐʹ) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, β), ξ1 ̸= ξ2, τέτοια, ώστε

f ′(ξ1) · f ′(ξ2) = 1.

10. ΄Εστω µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R. Αν η συνάρτηση f ′ είναι 1 − 1, να
αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της γραφικής παράστασης της f δεν
έχει άλλο κοινό σηµείο µε αυτήν.

¨Ο µαθηµατικός, όπως ένας Ϲωγράφος ή ένας ποιητής, είναι ένας σχεδιαστής. Αν τα έργα

που σχεδιάζει είναι διαχρονικότερα από εκείνων, αυτό οφείλεται στο ότι είναι ϕτιαγµένα

από ιδέες¨.

Hardy, Godfrey Harold, 1877− 1947, ΄Αγγλος µαθηµατικός.
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