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Θεωρ. Σελ 133

΄Εστω µια συ-
νάρτηση f ορι-
σµένη σε ένα δι-
άστηµα ∆.
Αν η f είναι συ-
νεχής στο ∆
και f′(x) = 0
για κάθε εσωτε-
ϱικό σηµείο x
του ∆,
τότε η f είναι
σταθερή σε όλο
το διάστηµα ∆ .

Πορ. Σελ 133

΄Εστω δύο
συναρτήσεις
f, g ορισµένες
σε ένα διάστηµα
∆.
Αν οι f, g είναι
συνεχείς στο ∆
και
f
′
(x) = g

′
(x)

για κάθε εσωτε-
ϱικό σηµείο x
του ∆,
τότε υπάρχει
σταθερά
c τέτοια,
ώστε να ισχύει
f(x) = g(x) + c,
για κάθε
x ∈ ∆.

1. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R η οποία είναι παραγωγίσιµη και για την οποία ισχύει
ότι

f ′(x) = −2xf(x), για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση

g(x) = f(x)ex
2
, x ∈ R

είναι σταθερή.

(ϐʹ) Αν f(1) = 1, να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

2. Να ϐρείτε τον τύπο της παραγωγίσιµης συνάρτησης f : R → R, αν :

(αʹ) f(0) = 1 και f ′(x) = ex + x2 − 1, για κάθε x ∈ R
(ϐʹ) f(0) = 1 και f ′(x) = e2x + ηµx + e−x, για κάθε x ∈ R
(γʹ) f(0) = −1 και f ′(x) = συνx− x ηµx, για κάθε x ∈ R

(δʹ) f(0) = 0 και f ′(x) =
2x

x2 + 1
, για κάθε x ∈ R

(εʹ) f(4) = 5 και f ′(x) =
x√

x2 + 9
, για κάθε x ∈ R

(ϛʹ) f(0) = ln 2 και f ′(x) =
ex

ex + 1
, για κάθε x ∈ R.

3. ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f : R → R, η γραφική παράσταση της οποίας διέρχεται
από το σηµείο A(1, 0).
∆ίνεται ακόµα ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο (−∞, 1) ∪ (1,+∞) και για την πα-
ϱάγωγο f ′ της f ισχύει ότι :

f ′(x) =


2x, αν x < 1

2

x
, αν x > 1

.

Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

4.

Σηµείωση

(√
f(x)

)′
=

f′(x)

2
√

f(x)

∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → (0,+∞) για την οποία ισχύει

f ′(x)√
f(x)

= 2x, για κάθε x ∈ R.

Αν f(2) = 4, να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.
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5.

Σηµείωση

(
f2(x)

)′
=

2f(x)f′(x)

∆ίνεται παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R για την οποία ισχύει

f(x)f ′(x) = e2x, για κάθε x ∈ R.

Αν f(0) = 2, να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

6.

Σηµείωση

Αν για µια
συνάρτηση
g ισχύει η
σχέση g′(x) =
g(x), για κάθε
x ∈ R, τότε
υπάρχει c ∈ R
τέτοιο, ώστε
g(x) = ce

x,
για κάθε
x ∈ R.

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞) → R για την οποία ισχύει

x2f ′(x) + 2xf(x) = x2f(x), για κάθε x ∈ (0,+∞) .

Αν f(1) = e, να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f.

Θεωρ. Σελ 135

΄Εστω µια συ-
νάρτηση f, η ο-
ποία είναι συνε-
χής σε ένα δι-
άστηµα ∆.
Αν f′(x) > 0
σε κάθε εσωτε-
ϱικό σηµείο x
του ∆ , τότε η
f είναι γνησίως
αύξουσα σε όλο
το ∆.
Αν f′(x) < 0
σε κάθε εσωτε-
ϱικό σηµείο x
του ∆ , τότε η
f είναι γνησίως
ϕθίνουσα σε όλο
το ∆.

7. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τις παρακάτω συναρτήσεις :

(αʹ) f(x) = x3 − x2 + 6x− 7, x ∈ R
(ϐʹ) f(x) = συνx− 2x, x ∈ R
(γʹ) f(x) = ln(x2 + 1)− 2x, x ∈ R

(δʹ) f(x) = ex + x + συνx, x ∈ R
(εʹ) f(x) = e2x − 4x + 1, x ∈ R
(ϛʹ) f(x) = 2xex − x2 − 2x, x ∈ R.

8. Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία τη συνάρτηση

f(x) =

{
x2 − 2x + 3, αν x ≤ 1
3− x, αν x > 1

.

9. Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία τη συνάρτηση

f(x) =
ηµx
x

, x ∈ (0, π).

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 + ln(x− 2)− 9, x > 2.

(αʹ) Να ϐρείτε τις ϱίζες και το πρόσηµο της συνάρτησης f.
(ϐʹ) Να λύσετε την ανίσωση ln(x− 2) > 9− x2.

11. Να λύσετε τις ανισώσεις :

(αʹ) x3 − x2 + 3x < 10

(ϐʹ) x + ln x < 1

(γʹ) x3 + x + συνx < 1

(δʹ)
2

x
− 2 < ln x.

12. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = −x3 − x− 5, x ∈ R.

(αʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την µονοτονία.

(ϐʹ) Να λύσετε την ανίσωση
10

x2 + 1
> x.

(γʹ) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f.
(δʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3 + x = −2016 έχει µοναδική ϱίζα στο R.

13. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = ln

(
x

x + 2

)
.

(αʹ) Να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f.
(ϐʹ) Να µελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς την µονοτονία.
(γʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f αντιστρέφεται και να ϐρείτε το πεδίο ορισµού

της f−1.
(δʹ) Να ϐρείτε την f−1.

¨Η υψηλότερη µορφή καθαρής σκέψης, είναι τα Μαθηµατικά¨.
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