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1.

Σηµείωση

Ολοκλήρωση
κατά παράγο-
ντες :∫ β

α
f(x)g

′
(x)dx =

[f(x)g(x)]
β
α −∫ β

α
f
′
(x)g(x)dx,

όπου f′, g′

συνεχείς στο
[α, β].

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 1

0
x2e−xdx

(
απ. 2 −

5

e

)

(ϐʹ)
∫ 1

0
(x2 − 1)e2xdx

(
απ.

1 − e2

4

)

(γʹ)
∫ e

1

ln x

x
dx

(
απ.

1

2

)

(δʹ)
∫ π

0
xσυν2xdx ( απ. 0)

(εʹ)
∫ π

0
exσυνxdx

(
απ. −

eπ + 1

2

)

(ϛʹ)
∫ π

0
e−xηµxdx

(
απ.

e−π + 1

2

)

2.

Σηµείωση

Ολοκλήρωση µε
αντικατάσταση:∫ β

α
f (g(x)) g

′
(x)

dx =∫ u2

u1

f (u) du,

όπου f, g′

συνεχείς
συναρτήσεις,
u = g(x),
du =
g′(x)dx,
u1 = g(α)
και
u2 = g(β).

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ 1

0

3x2√
x3 + 1

dx
(

απ. 2
√
2 − 2

)

(ϐʹ)
∫ 4

0

√
2x + 1dx

(
απ.

26

3

)

(γʹ)
∫ 0

−1
x
√
x + 1dx

(
απ. −

4

15

)

(δʹ)
∫ 1

0

ex

ex + 1
dx

(
απ. ln

e + 1

2

)

(εʹ)
∫ 3

0

x√
x + 1

dx
(

απ.
8

3

)

(ϛʹ)
∫ 4

1
e
√
xdx

(
απ. 2e2

)

3. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα:

(αʹ)
∫ π

4

0

1

1− ηµx
dx

(
απ.

√
2
)

(ϐʹ)
∫ π

2

π

3

1

ηµx
dx

(
απ. ln

√
3
)

(γʹ)
∫ π

2

0
ηµ3xdx

(
απ.

2

3

)

4. (αʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και άρτια στο διάστηµα [−α, α], α > 0, να

αποδείξετε ότι :
∫ α

−α
f(x)dx = 2

∫ α

0
f(x)dx

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και περιττή στο διάστηµα [−α, α], α > 0, να

αποδείξετε ότι :
∫ α

−α
f(x)dx = 0

(γʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ 1

2

− 1
2

x2 ln
1− x

1 + x
dx.

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + x + 1, x ∈ R.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να ϐρείτε το πεδίο ορισµού της α-
ντίστροφης.
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(ϐʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα
∫ 3

1
f−1(x)dx.

6.

Σηµείωση

Αν f, g συνεχείς
στο [α, β] και
f(x) ≥ g(x),
για κάθε
x ∈ [α, β],
τότε∫ β

α
f(x)dx

≥
∫ β

α
f(x)dx

Αν επιπλέον
ισχύει ότι οι f
και g δεν είναι
ίσες στο [α, β],
τότε :∫ β

α
f(x)dx

>

∫ β

α
f(x)dx

Να αποδείξετε ότι : 2 <

∫ 2

0

√
x2 + 4dx <

√
5.

7. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R, η οποία είναι παραγωγίσιµη, κοίλη και τέτοια, ώστε
f(1) = f ′(1) = 1.

(αʹ) Να ϐρείτε την εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της A(1, f(1)).

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι
∫ 4

2
f(x)dx < 6.

8.

Σηµείωση

Το εµβαδόν
χωρίου Ω που
περικλείεται
από την Cf
µιας συνεχούς
συναρτήσεως
f, τον άξονα
των x′x και τις
ευθείες x = α
και x = β,
µε α < β,
δίνεται από το∫ β

α
|f(x)| dx

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
1 + ln x

x
, x > 0. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου

που περικλείεται από την Cf , τον άξονα x′x και τις ευθείες x = 1 και x = e.

9. Να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της

συνάρτησης f(x) =

{
2x + 4, x ≤ 1
−6x + 12, x ≥ 1

και τον άξονα των x.

10.

Σηµείωση

Το εµβαδόν
χωρίου Ω που
περικλείεται
από τις Cf , Cg
δύο συνεχών
συναρτήσεων
f, g και τις
ευθείες x = α
και x = β,
µε α < β,
δίνεται από το∫ β

α
|f(x) − g(x)| dx

Να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων f(x) = x3, x ∈ R και g(x) = x, x ∈ R.

11. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x2, x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης (ϵ) της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης f στο σηµείο της A(1, f(1)).

(ϐʹ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική
παράσταση της f, τον άξονα x′x και την ευθεία (ϵ).

12. ΄Εστω οι συναρτήσεις f(x) = ex και g(x) = e−x, x ∈ R.

(αʹ) Να ϐρείτε τα σηµεία τοµής των Cf και Cg µε την ευθεία ϵ : y = e.
(ϐʹ) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cg και

την ευθεία (ϵ).

13. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R, που είναι τέτοια, ώστε :

• η γραφική παράσταση της f, να εφάπτεται της ϵ : y =
1

4
, στο x0 = 0,

• είναι κυρτή και
• f(1) = 1.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι :

i. f(0) =
1

4
και f ′(0) = 0. ii. lim

x→0

4f(x)− 1

ηµxf(x)
= 0.

(ϐʹ) Επιπλέον δίνεται ότι η πρώτη παράγωγος της f είναι συνεχής.
i. Να αποδείξετε ότι f ′(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ [0, 1].

ii. Να υπολογίσετε το εµβαδόν E του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική
παράσταση της f ′, τον άξονα x′x και την ευθεία x = 1.

¨Αν νιώθω λυπηµένος, ασχολούµαι µε τα Μαθηµατικά για να γίνω ευτυχής. Αν είµαι

ευτυχισµένος, ασχολούµαι µε τα Μαθηµατικά για να µε κρατήσουν ευτυχισµένο.¨

Renyi Alfred, 1921− 1970, Ούγγρος µαθηµατικός.
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